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CAPITULO 1
Electroencefalograma y potenciales

evocados: el lenguaje electrico del
cerebro

Qué es un electroencefalograma, como se graba y para qué sirve

El cerebro es, sin duda, el sistema mas complejo al que podemos enfrentarnos.
También es probablemente aquel cuyo conocimiento supone el reto mas
importante que podamos afrontar. Somos nuestro cerebro. En tiempos remotos
esto no estaba claro y numerosas teorias colocaban el centro de nuestro ser, el
alma, la conciencia, el pensamiento, en otras partes del cuerpo, como el corazon,
el higado o los intestinos. Aristoteles, padre de la l6gica, pensaba que el cerebro
no participa para nada en nuestro “pensamiento”. Se convencio de ello tras
realizar algunos experimentos con animales, comprobando que este 6rgano es
por si mismo insensible (realiz6 cortes sin que observara respuesta dolorosa por
parte de los animales sometidos a dicha experiencia). Como consecuencia de
esto, propuso que el corazon es el organo de las sensaciones. Posteriormente,
Hipocrates, en sus estudios sobre la epilepsia (enfermedad a la que se adjudicaba
un caracter sagrado), se basé en las observaciones anatémicas de Acmeon y sus
discipulos, que habian establecido la existencia de nervios que, con continuidad,
parten del cerebro y alcanzan todas las partes del cuerpo, para concluir que este
mal, que provoca convulsiones en diferentes partes del cuerpo, tiene en realidad
su origen en un mal funcionamiento del cerebro. Ademas, afirmé que los ojos,
manos, pies, lengua y oidos se comportan de acuerdo a ciertas instrucciones que

reciben del cerebro, y que este es el centro de nuestro entendimiento. Sin



embargo, hubo que esperar a Claudio Galeno para que se aportaran suficientes
pruebas de que, en efecto, el cerebro y la médula espinal (es decir, lo que
actualmente denominamos sistema nervioso central) tienen un papel
fundamental en nuestra conducta.

Evidentemente, existen numerosos puntos de vista que nos permiten
acercarnos a una mejor comprension del cerebro. Podemos, por ejemplo,
estudiar los procesos bioquimicos, asi como los procesos bioeléctricos que
tienen lugar en dicho 6rgano y que son consustanciales a su correcto
funcionamiento. Podemos centrarnos en aspectos fisioldgicos y/o anatémicos y
relacionar las distintas regiones que componen el encéfalo con diversas
funciones neurologicas. Podemos centrar nuestra atencion en las unidades
minimas que componen el cerebro: las neuronas y las células gliales, y estudiar
su comportamiento y su estructura. Podemos, por supuesto, plantearnos el
estudio de las redes neuronales, intentando explicar cémo se activan y qué efecto
tienen para generar las distintas actividades que se adjudican hoy en dia al
cerebro. Podemos abstraernos de todo lo anterior e intentar explicar, desde un
punto de vista mas teorico, los aspectos basicos del cerebro como maquina, etc.
Ninguno de estos enfoques, por si mismo, bastara para alcanzar un
entendimiento completo del cerebro. Cualquiera de ellos basta para llenar una
vida dedicada por completo al estudio.

En este breve texto introducimos algunos aspectos basicos relacionados con el
lenguaje eléctrico del cerebro, tal como se percibe desde el exterior del cuero
cabelludo. Dicha actividad eléctrica, que se produce con amplitud de
microvoltios, se recoge mediante el uso de electrodos repartidos
homogéneamente en la cabeza, dando lugar a los Illamados
electroencefalogramas (EEG). Es decir, un EEG esta formado por un conjunto
relativamente pequefio de sefiales eléctricas, medidas en microvoltios, que han
sido grabadas por diferentes sensores que se colocan en el exterior del cuero
cabelludo. Se pueden grabar electroencefalogramas con sensores que tengan

contacto directo con la piel o incluso con el encéfalo, tanto a nivel superficial



como profundo. Sin embargo, en este texto nos hemos centrado exclusivamente
en el caso en el que la grabacion se realiza desde el cuero cabelludo. El niimero
de electrodos utilizados puede variar, desde la decena hasta el orden de
trescientos.

Los primeros EEG humanos fueron grabados en Jena, Alemania, por H.
Berger en la década de 1920. Para tomar sus medidas, utilizé un galvanometro
de cuerda, que es un instrumento poco preciso cuando las intensidades de
corriente eléctrica son muy pequefias. Afortunadamente, pronto surgio el tubo de
rayos catodicos, que permite realizar amplificaciones importantes, sin dar lugar a
distorsiones y, por tanto, es un instrumento mucho mas apropiado para medir
electroencefalogramas. Evidentemente, el paso del tiempo ha ido aportando
numerosas mejoras tecnologicas y en la actualidad existen electrodos que
realizan su funcion con enorme precision y eficiencia. En particular, es necesario
destacar aqui la elevada resolucion temporal que tienen estos aparatos.

La actividad recogida por un electrodo cambia de forma sensible cuando
modificamos su posicion. Esto es natural, pues aunque el electrodo recibe
informacion que proviene en realidad de numerosas partes del encéfalo, la
actividad que se genere en la regién inmediatamente mas proxima al mismo
tendra un efecto predominante. Si estamos en medio de una fiesta con mucha
gente hablando, podremos escuchar mucho mejor a aquellos interlocutores que
se encuentren cerca de nosotros que al resto, a los cuales seguiremos oyendo,
pero lo que dicen nos resultara indiscernible o incluso lo interpretaremos como
ruido. Algo similar sucede con nuestro electrodo, pero él solo “escucha”
potenciales eléctricos. Es por ello que, para que un EEG pueda recoger suficiente
informacion, util para posibles usos clinicos, es absolutamente necesario utilizar
un nuamero suficientemente elevado de electrodos en nuestra grabacion.
Desafortunadamente, un nimero excesivo de electrodos puede también resultar
perjudicial, pues los datos recogidos por cada electrodo afectan a un area no
especialmente pequefia, por lo que la resolucion espacial del EEG no puede

superar cierto umbral. Ademas, existe la posibilidad de interferencias.



Si queremos utilizar la informacion recogida por un EEG para realizar
cualquier tipo de diagnostico es absolutamente necesario que hayamos generado
previamente un patron de “normalidad” en humanos “sanos”, contra el cual
debemos contrastar los datos obtenidos. Para poder hacer esto, se impone crear
una base de datos de pacientes sanos (asi como de pacientes con distintas
patologias) y esta debe realizarse de forma homogénea. Es decir, debemos
disponer del mismo nimero de electrodos, colocados en idéntica posicion, y con
idéntico montaje (aunque los electrodos se coloquen igual, hay que definir cierto
sistema de referencia que fija la manera en la que tomamos las medidas, pues no
medimos el potencial eléctrico tal cual, sino su diferencia respecto de un cierto
nodo de referencia que hay que fijar) asi como definir un protocolo especifico
para la toma de datos. Existen numerosos protocolos para la medicién de EEG,
pero hay uno que destaca sobre los demas debido a que es el mas extendido,
aquel con el cual se han realizado mas bases de datos y el que mejor contrastado
esta. Es el sistema internacional 10-20 y es el que nosotros usaremos a lo largo
de este libro. Se basa en la relacion existente entre la localizacion de un
electrodo y la region del cerebro que hay bajo la misma. Los nimeros 10 y 20
hacen referencia a la forma en la que se toman las distancias entre electrodos
adyacentes, que son o el 10% o el 20% de la distancia total de delante a atras (es
decir, entre los puntos nasion e inién) o desde la derecha a la izquierda (es decir,

entre los puntos preauriculares), en el craneo.



Para colocar los electrodos caben dos posibilidades: bien realizamos las
medidas correspondientes en el sujeto y procedemos a colocar cada electrodo de
forma individual, ayudados de varias cintas que nos faciliten su fijacion, o bien
utilizamos un gorro flexible, que tiene un orificio en cada uno de los nodos
pertinentes, ya medido, donde colocamos cada uno de los electrodos. En ambos
casos es necesario que se aplique un cierto gel conductor que permita un
contacto completo entre cabeza y electrodo. Normalmente, el uso de gorros
reduce el tiempo necesario para la colocacién de los electrodos y, ademas,
resulta mas comodo para los pacientes. Es muy importante que este trabajo se
realice a conciencia, pues una medicion imprecisa o artefactada nos dara
problemas para el diagnostico clinico objetivo. Si no tomamos bien los datos del
EEG, todo el trabajo posterior no servira de nada.

Aun habiendo fijado los electrodos en sus respectivas posiciones, existen
diferentes formas posibles de grabacion del EEG (o montajes). Esto es porque en
cada uno de los puntos donde colocamos un electrodo es conveniente grabar la
diferencia de potencial eléctrico entre dicho punto o nodo y otro nodo de
referencia que debemos fijar de antemano y, por supuesto, existen numerosas

formas de elegir estos nodos de referencia. Asi, en el sistema 10-20 no existe un



unico montaje posible, sino varios, y hay que especificar cual de ellos se esta
usando. Por otra parte, la colocacion de los electrodos no es arbitraria, sino que
tiene bases fisiologicas, pues desde hace tiempo se conocen las principales
funciones neurocognitivas gestionadas por las distintas regiones del encéfalo vy,
de hecho, existe un atlas del cerebro bastante completo en el que dichas
funciones estan especificadas. Ademas, la excelente resolucion temporal con la
que se graba el EEG implica que este recoge la actividad eléctrica del encéfalo
con total precision en las escalas temporales a las que funciona, que son las
mismas escalas con las que el sujeto debe interaccionar con el medio. Asi pues,
las medidas del EEG tienen un valor especial cuando queremos utilizarlas para
interpretar los diversos procesos neurocognitivos que existen. Se sigue que la
actividad en las distintas regiones del encéfalo, tal como es captada por los

electrodos del EEG, es susceptible de interpretacion clinica.

Actividad bioeléctrica de la neurona

Las neuronas, ;como generan electricidad? La respuesta es que se comportan, en
gran medida, como una pila electroquimica. Recordemos que una pila posee dos
celdas separadas, las cuales contienen una solucion de electrolitos (iones), cada
una a diferente concentracion. Cuando las celdas se comunican a través del
contacto de ambas con un mismo material conductor, aparece un flujo de
corriente eléctrica, que va desde la celda con mayor concentracion de carga hacia
la celda con menor concentracion. Si asumimos que en ambas celdas solo esta

presente un tipo de i6n y denotamos por V la diferencia de potencial eléctrico

generada, se sabe (ley de Nernst) que esta satisface la ecuacion ,
donde C,,C, representan las concentraciones ionicas de la solucién a uno y otro
lado de la membrana, z es la valencia del i6n bajo consideracion, F es la

constante de Faraday, R es la constante de los gases y T es la temperatura



absoluta de la solucion. Finalmente, In(t) representa el logaritmo neperiano. Una
vez esto ha quedado establecido, la observacion clave consiste en constatar el
hecho de que las células nerviosas mantienen, con el medio que las circunda, una
diferencia de concentracion de ciertas sales ionizadas y por tanto, estas son
susceptibles de comportarse como una pila electroquimica. Es mas, una parte
fundamental de la energia consumida por estas células se emplea en mantener
esta diferencia de concentracion por encima de un determinado umbral, cosa que
deja de suceder solo cuando la célula muere o cuando se interrumpe su
metabolismo.

La membrana de la célula, que es permeable en distintos grados a las
diferentes sales que se encuentran en el citoplasma asi como en el exterior de la
célula, se ocupa de mantener aproximadamente constante la diferencia de
potencial entre ambas partes, cuando esta no esta excitada eléctricamente. Para
lograr esto, utiliza unos canales de paso que permiten, de manera selectiva, que
ciertos iones viajen de un lado a otro de la célula, en conjuncién con una serie de
reacciones quimicas que se producen gracias a la presencia de cierta proteina
transmembranal (que usa energia del metabolismo para cambiar las
concentraciones de sodio y potasio) y que reciben el nombre de “bomba de
sodio-potasio-ATPasa”, pero no queremos entrar aqui en excesivos detalles.
Dicha diferencia de potencial recibe el nombre de potencial de reposo o
potencial de membrana. El potencial que existe en el interior de la célula, si no
esta eléctricamente estimulada, es negativo respecto del existente en el exterior.
Este potencial se mantiene mientras los iones no puedan salir de la célula ni
entrar a ella. Si entran o salen, su concentracion relativa varia y la magnitud del
potencial de reposo se altera, dando lugar a un potencial de accion o impulso
eléctrico.

Asi pues, cuando la neurona se excita eléctricamente, lo que sucede es que se
produce una variacion brusca del potencial de reposo, que da lugar a una onda de
descarga eléctrica que, mientras se va realizando, ocupa en la membrana de la

célula solo una zona restringida, y luego se propaga por la superficie que atn



queda libre en el axén. Es importante, ademas, observar que la velocidad de
propagacion de esta onda depende del diametro del axén (a mayor diametro,
mayor velocidad). Estas sacudidas, excitaciones o potenciales de accion son
eventos que estan localizados tanto espacial como temporalmente, lo cual los
convierte en un mecanismo muy util para transmitir informacion entre distintos
puntos. Al producir excitaciones en momentos y lugares apropiados, desde
donde se propagan, las neuronas se envian mensajes entre si o los envian a otros
tejidos corporales, como musculos (regulando de este modo su contraccién) o
glandulas (cuya funcion secretora también se controla asi). Esto es
esencialmente lo que sucede con una unica neurona.

Evidentemente, el potencial eléctrico recogido en el EEG no proviene de la
actividad eléctrica de células aisladas sino que, por el contrario, requiere que
miles de células nerviosas se activen simultaneamente, de manera conjunta y
sincronizada, para generar un potencial eléctrico lo suficientemente elevado
como para poder captarlo desde el exterior del cuero cabelludo. Y aun asi, en
ningun caso podremos recoger en los electrodos la totalidad de la actividad
eléctrica del encéfalo. Por ejemplo, hay enormes posibilidades de que diferentes
potenciales, al encontrarse, se anulen entre si. También es posible que la
direccion de propagacion de la corriente eléctrica, si sigue una trayectoria
oblicua respecto del craneo, no llegue al exterior del mismo con la suficiente
intensidad como para que esta pueda ser grabada. Asi, se asume que los EEG
recogen la actividad eléctrica que se propaga perpendicularmente (o casi
perpendicularmente) al craneo. A pesar de esta importante limitacion, resulta que
dicha actividad eléctrica ha demostrado contener informacion sustancial para la
comprension de numerosos aspectos relacionados con nuestros procesos
neurocognitivos y, de hecho, puede ser utilizada para el diagnostico (y el

tratamiento) de diversos desérdenes o trastornos mentales.

Los ritmos del cerebro

Existen muchos tipos de neuronas. De hecho, hay neuronas con muy diversos



tamafios, diferentes morfologias, composicion quimica, etc. Algunas se pasan la
vida en permanente actividad, comunicandose sin cesar con sus compafieras.
Otras, sin embargo, permanecen largo tiempo en silencio y, de pronto, se excitan.
Algunas se excitan con rapidas rafagas de impulsos eléctricos, y otras son mas
lentas. Sin embargo, existe un concepto, una categoria, que permite dividir todos
estos tipos de neuronas esencialmente en dos clases —y cada neurona pertenece
a una de estas clases—; o bien nuestra neurona tiene la capacidad de excitar a
aquellas neuronas con las que esta conectada, o bien tiene la capacidad de
inhibirlas. Concretamente, las neuronas del tipo “excitador” tienen la capacidad
de desporalizar las neuronas postsinapticas a las que estan conectadas, lo cual
hace que el umbral necesario para activar sus potenciales de accion disminuya vy,
por tanto, sean mas faciles de excitar. Por otra parte, las neuronas de tipo
“inhibidor” hiperporalizan a las neuronas postsinapticas a las que estan
conectadas, provocando que estas resulten mas dificiles de ser excitadas.

Ahora bien: todas las neuronas estan densamente interconectadas, y lo estan
tanto con neuronas excitadoras como inhibidoras. Supongamos ahora, por
ejemplo, que abrimos los ojos y la luz penetra a través de ellos, con numerosos
matices de color, estimulando fuertemente nuestro cortex visual. Entonces
numerosas neuronas excitadoras activaran a todas aquellas neuronas con las que
estan conectadas y, entre estas, habra muchas neuronas que son también
excitadoras. Esto incrementara el potencial eléctrico generado en esta zona del
cortex. Ahora bien, nuestras neuronas estan también conectadas a neuronas
inhibidoras. Ellas, al activarse, comenzaran su trabajo de inhibicion de las
neuronas conectadas postsinapticamente a ellas. De este modo llegara un
momento en el que el potencial eléctrico dejara de crecer y, por el contrario,
comenzara a decrecer. Las neuronas inhibidoras también seran inhibidas y, con el
paso del tiempo, llegara un momento en el que nuevamente la actividad de las
neuronas excitadoras tome ventaja sobre las neuronas inhibidoras. Lo que aqui
se produce es, por tanto, una permanente lucha entre activacion e inhibicion, una

lucha que causara, en definitiva, que el potencial eléctrico oscile de arriba a



abajo, formando ciclos. Este es el mecanismo principal que genera oscilaciones
neuronales. Por supuesto, no es el unico mecanismo neuronal que tiene la
capacidad de producir oscilaciones o ciclos. Es posible lograr comportamientos
oscilatorios mediante el uso de redes neuronales que son solo excitadoras, por
ejemplo. De hecho, las oscilaciones se producen con bastante facilidad, incluso
en redes neuronales bastante pequefias. Lo raro seria no encontrar
comportamientos oscilatorios en la medida del potencial eléctrico generado por
una red neuronal.

Las oscilaciones que podemos observar en el potencial registrado por un EEG
varian desde un poco menos de 0,5 Hz hasta por encima de los 400 Hz. Sin
embargo, no encontramos presencia de todas las frecuencias posibles en este

intervalo, ni tampoco son igualmente comunes unas frecuencias y otras.

Con los métodos rudimentarios de los que disponia, Berger detectd que,
cuando se registra la actividad eléctrica en la region occipital a un paciente que,

estando despierto, cierra los ojos, “el electroencefalograma representa una curva



continua con oscilaciones continuas de las que podemos distinguir en primer
lugar un grupo de ondas de mayor amplitud cuya duracion es de 90
milisegundos, y un segundo grupo de ondas, mas pequefias, cuya duracion media
es de 35 milisegundos. Las ondas mayores miden entre 150 y 200 microvoltios”.

En particular, el campo eléctrico generado por la descarga de millones de
neuronas en el cortex cerebral es unas 10.000 veces inferior al generado por una
pila de 1,5V. Berger denominé a las ondas del primer tipo (que oscilan a 10 Hz,
es decir, 10 veces por segundo), ondas «, y a las del segundo tipo, las llamo
ondas .

Actualmente se distinguen esencialmente cinco grupos de ondas en el EEG,
atendiendo a su comportamiento en frecuencias. Estos grupos se han bautizado
con letras griegas. Son las ondas 6 (entre 0,5y 2 Hz), 6 (en torno a los 6 Hz), «
(cerca de los 10 Hz), 3 (cerca de los 30 Hz) y, por ultimo, y (en torno a 50 Hz).
Con toda seguridad existen importantes razones, de caracter biolégico,
fisiologico, etc., por las que aparecen oscilaciones precisamente en estos rangos
de frecuencias. Por ejemplo, hay neuronas cuyos canales de conductividad —
aquellos que permiten el paso de iones de sodio, potasio, etc., del interior al
exterior de la célula, y viceversa—, se activan aproximadamente cada 150
milisegundos. Si estas neuronas son estimuladas, dichos canales se activaran con
mayor frecuencia, alrededor de cada 100 milisegundos, pero nunca a una
velocidad mayor. Asi, los potenciales de accién generados por estas neuronas
apareceran con una frecuencia que ronda los 10 Hz y esto causara la aparicion de
ondas o en el correspondiente EEG. Otros tipos de neuronas podran ser la causa
de que se registren ondas en otros anchos de banda en el EEG.

Resulta muy significativo que, aunque los encéfalos de las distintas especies
han evolucionado considerablemente a nivel fisiologico, cuando medimos el
EEG de especies evolutivamente alejadas, como un ratén y un humano, y lo
vemos en términos de frecuencias, apenas hay diferencias significativas, pues
ambos cerebros generan las mismas frecuencias. ;Deberia sorprendernos esto?

iNo! Lo cierto es que ambas especies comparten el mismo entorno y, por tanto,



deben ser capaces de responder eficientemente ante sucesos que se producen en
la misma escala temporal, por lo que sus sistemas nerviosos necesitan procesar y
responder a estimulos que les llegan con las mismas frecuencias jy eso es lo que
hacen!

Que las distintas frecuencias que aparecen en un EEG son significativas desde
un punto de vista neurocognitivo es algo que podemos deducir de numerosas
fuentes. Por ejemplo, se sabe que las ondas o son importantes en la actividad
eléctrica espontanea registrada por un EEG en el cortex visual humano. Si
sometemos a estimulos dicha zona del cerebro, por ejemplo, mediante la
presentacion de luz estroboscopica, resulta que estos estimulos viajan desde la
retina, a través del talamo, hasta el cértex visual. Si los estimulos llegan alli
precisamente en el momento en que las oscilaciones espontaneas en la banda o
se encuentran en una fase asociada a una excitacion elevada (es decir, cerca de
un pico de actividad espontanea, un maximo), entonces las neuronas que reciben
dicho estimulo podran responder al mismo con gran facilidad, activando sus
potenciales de accion, lo cual aumentara la amplitud el EEG registrado en ese
ancho de banda en ese instante. Si por el contrario los estimulos llegan en un
momento (o fase) en el que las neuronas que los reciben estan mas inhibidas (es
decir, cerca de un valle, un minimo), entonces dichos estimulos tendran mayor
dificultad a la hora de activar potenciales de accion en dichas neuronas y, por
tanto, seran dificilmente percibidos, o percibidos solo de forma muy débil. Este
principio se ha utilizado con enorme éxito para “entrenar” al cerebro con
técnicas de estimulacion visual, basandonos en la idea de que someter al cerebro
a un estimulo de forma intermitente y repetida logra que la zona del cerebro
encargada de procesar la informacion recibida (en nuestro caso, el cortex visual)
comience a oscilar a la misma frecuencia con la que se esta realizando la
estimulacion. De hecho, numerosas experiencias corroboran la existencia de
importantes ligaduras entre la percepcion y las oscilaciones registradas por los
EEG. Lo mismo sucede con otros procesos neurocognitivos, como la atencion, la

impulsividad, o la accién. Por ejemplo, se sabe que un incremento de la



actividad a (en términos de amplitud) esta relacionado con la desconexion de
ciertas regiones del cerebro (normalmente, del cortex somatosensorial) cuando
estas no son necesarias o cuando su actividad puede generar una distraccion que
no se desea. Es decir, un incremento de la actividad o en ciertas zonas del cortex
esta vinculado a un proceso de inhibicion activa. Para lograr una mayor
concentracion, podria ser necesario desactivar parcialmente el cortex visual o el
cortex auditivo (dependiendo de la tarea que se esté realizando, y nunca
buscando una desactivacion total, pues es necesario mantener cierta alerta ante
posibles mensajes de peligro), y esto implica un incremento de las oscilaciones «
en dicha zona. El incremento de la actividad o en estos casos ayuda a prestar
menos atencion al mundo exterior, quizas aumentando la atencion hacia el
mundo interior, no sensorial. Cuando esto sucede, por supuesto, es mas facil
cometer errores si se realiza una tarea repetitiva o aburrida. El analisis de la
actividad o registrada por un EEG en el cortex somatosensorial puede ser, por
tanto, utilizado para predecir errores en la actuacion de un sujeto y también, por
supuesto, para confirmar si una persona determinada tiene o no problemas de
atencion, como el TDA.

Quizas las diferentes fases del suefio, que se caracterizan completamente en
términos de la variacion en las oscilaciones observadas en un EEG, conforman el
ejemplo mejor conocido y mas estudiado de como los distintos ritmos
oscilatorios del cerebro estan vinculados con un proceso neurofisiologico

concreto.
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Detallamos ahora algunos de los ritmos del cerebro cuyo significado es
conocido y que pueden ser “entrenados” mediante neurofeedback o

electroestimulacion para mejorar diferentes tipos de anomalias:

e Ondas 6 (entre 1 y 4 Hz): Estan asociadas al suefio. En bebés pueden
ocupar el 40% de la actividad EEG, mientras que en adultos dicha
proporcion es del 5%, aproximadamente. Los nifios con TDAH pueden
mostrar un exceso de actividad 6. Este ritmo puede entrenarse para su
inhibicion, pero nunca debe entrenarse su activacion.

e Ondas 0 (entre 4 y 8 Hz): Este ritmo se asocia con la creatividad y la
espontaneidad, pero también con la inatencion, la facilidad para
distraerse, el sofiar despierto, la depresion y la ansiedad. Por ejemplo,
un exceso de actividad 0 puede ser sintoma de depresion, ansiedad y
otros trastornos emocionales. En personas con TDAH, suele entrenarse

el descenso del cociente Ry, o indice de Monastra (que definimos en el

capitulo 2) precisamente inhibiendo la actividad 8 (y activando la



actividad ).

Ondas o (entre 8 y 13 Hz): Se asocian con la meditacion y la calma
interior. Amplitudes elevadas en las zonas anteriores del encéfalo son
usuales en nifios que suefian despiertos, y en personas con depresion.
En casos de depresion y TDAH se observan amplitudes a muy elevadas
en las regiones anterior o frontal del encéfalo. Las amplitudes a son
normalmente mas elevadas en las regiones posteriores que en las
regiones anteriores. Sin embargo, lo normal es observar bastante
simetria lateral (entre hemisferios izquierdo y derecho), aunque las
amplitudes pueden ser inferiores en el hemisferio izquierdo (pero nunca
mas del 25%). Sin embargo, en personas con depresion se observan a
menudo amplitudes o mas elevadas en el hemisferio izquierdo.

Ondas SMR (entre 12 y 16 Hz): Este ritmo también se denomina [3-
bajo. Se manifiesta de forma predominante en el cértex somatosensorial
y el cortex motor: electrodos C3, Cz y C4. Aumenta cuando los
circuitos motores del cerebro estan inactivos. De ahi que su amplitud
aumenta en ausencia de movimiento y disminuye con el movimiento.
Sterman y colaboradores fueron pioneros en entrenar este ritmo.
Primero lo hicieron en gatos y, posteriormente, en humanos que
padecian epilepsia. Concretamente, se entrena la activacion de la banda
12-15 Hz en el electrodo Cz. Posteriormente, para el tratamiento de
epilepsia y de hiperactividad, se ha combinado este protocolo con la
inhibicion de la actividad 0. Este ritmo es también entrenado
actualmente por deportistas de elite para mejorar su rendimiento.

Ondas 3 (entre 12 y 21 Hz): Una actividad B excesiva la podemos
encontrar en NUMerosos trastornos como, por ejemplo, en personas que
padecen déficit de atencidn, trastorno obsesivo compulsivo, depresion o
ansiedad. Es usual encontrar, en estos casos, que la actividad [ anterior
en el hemisferio derecho excede a la actividad B en el hemisferio

izquierdo. En el caso de que se esté entrenando la activacion de las



ondas 3, hay que ser especialmente cuidadosos porque la banda 3 se
superpone con las ondas detectadas en el EEG como consecuencia de
actividad electromiografica (es decir, los potenciales eléctricos
generados por actividad muscular esquelética) y en ningin caso es
aconsejable entrenar un artefacto del EEG.

e Ondas [-altas (20-32 Hz): Este ritmo esta asociado al procesado
cognitivo y los estados de preocupacion y ansiedad, entre otros. A veces
se encuentra presente simplemente porque el cerebro trata de
compensar una actividad 8 excesiva. En neurofeedback lo usual es
entrenar su inhibicion.

e Ondas y (entre 38 y 42 Hz): La actividad en torno a 40 Hz se suele
detectar cuando el individuo se enfrenta a tareas complejas como la
resolucion de problemas. Frecuentemente, este ritmo no se produce (o
apenas se produce) cuando hay problemas de aprendizaje o cuando
existe una deficiencia mental. La actividad y esta presente en todos los
electrodos del EEG, no existiendo ninguna region del encéfalo a la que
se encuentre vinculada de forma especial. Se cree que este ritmo ayuda
a que el cerebro se autoorganice y favorece el aprendizaje y la agudeza
mental. Se activa cuando el cerebro necesita realizar alguna actividad

especializada.

Potenciales evocados

Sabemos que los potenciales eléctricos grabados por un EEG son
extraordinariamente pequefios, del orden de microvoltios (un microvoltio son 10
¢ voltios). Ademas, en el proceso de grabacion es muy sencillo que aparezca
ruido, y dicho ruido pudiera ser de la misma amplitud que la sefial que deseamos
grabar y estudiar posteriormente. Entonces, ;como podemos separar el ruido de
la sefial? ¢Cémo podemos, por ejemplo, diferenciar la respuesta eléctrica del
encéfalo a un estimulo externo del ruido recogido por el sistema (o incluso, de la

actividad eléctrica espontanea)? Ademas, si nuestro interés esta relacionado con



el estudio de las respuestas a estimulos (por ejemplo, queremos estudiar la
respuesta atencional de un sujeto), entonces la actividad espontanea del cerebro
(es decir, la actividad eléctrica que se produce en el encéfalo sin estar vinculada
a ningun proceso neurocognitivo concreto), sera recogida por el EEG, pero no
nos interesa y, por tanto, debe interpretarse como ruido. ;Como podemos
eliminar este ruido de la grabacion? En otras palabras, ;como podemos registrar
en el EEG solamente la actividad eléctrica que produce el encéfalo en respuesta
a un determinado estimulo? Dicha actividad recibe el nombre de potencial
evocado.

Una forma sencilla pero eficaz de lograrlo consiste en repetir el mismo
estimulo numerosas veces y separar la informacion recogida por el sistema en
intervalos de tiempo que comienzan un poco antes y finalizan un poco después
de cada estimulo. Normalmente, se toman 100 milisegundos preestimulo y en
torno a 500 milisegundos postestimulo, aunque estas cantidades podrian variar
en funcion del tipo de estudio que se esta realizando. Estos intervalos temporales
reciben el nombre genérico de épocas. Posteriormente se analiza el EEG
registrado y, cuando sea necesario, se eliminan los artefactos que contenga. Esto
podria implicar la eliminacién total de las épocas para las que se detecte que
contienen artefactos, asi como una modificacion global del EEG para eliminar,
por ejemplo, el ruido de la linea. A continuacion, una vez disponemos de un
EEG limpio, se calcula la media aritmética de las épocas asociadas a un
estimulo-tipo concreto (hay diferentes tipos de estimulo, y solo se promedian los
del mismo tipo). Con este sencillo mecanismo se logra eliminar el ruido
aleatorio, por la sencilla razén de que este queda reducido a su esperanza, que es
un valor constante. La curva resultante después de promediar es el potencial
evocado (ERP, en siglas, del inglés event related potential). Evidentemente, las
curvas obtenidas seran mas suaves y mas estables cuando el promedio se hace
sobre un nimero elevado de épocas y cuando los datos se han obtenido con una
frecuencia de muestreo suficientemente elevada. 100 épocas y 500 Hz bastaran

para obtener resultados fiables. Ademas, cuando hemos fijado un experimento



determinado y lo aplicamos a un grupo numeroso de personas, conviene tomar el
promedio de las curvas ERP sobre toda la poblacion, pues las nuevas curvas ERP
calculadas son mucho mas estables que las que podemos hallar en cada uno de
los sujetos. Este mecanismo se conoce como “gran promedio” y es muy usual en
estudios en neurofisiologia y neuropsicologia. Para mostrar su utilidad,
incluimos el ejemplo descrito por la figura 2. Veinte sujetos realizaron la misma
tarea de tipo sensorial y se grabd el potencial evocado por dicha tarea en el
mismo electrodo, en todos los sujetos, tomando épocas que comenzaban 200 ms
antes y finalizaban 1.200 ms después del estimulo. El grupo de personas se
dividio, al azar, en dos grupos de 10 individuos. Dibujamos el ERP de cada uno
de ellos, agrupando las curvas en dos graficas. En ambas se observa que existen
importantes diferencias entre las curvas ERP individuales dentro de un mismo
grupo de individuos. A continuacion se toma el gran promedio asociado a cada
uno de estos grupos, generando de esta forma dos curvas ERP que se dibujan
conjuntamente en la tercera grafica. Como se observa, la realizacion del gran
promedio provoca que ambas curvas sean, ahora si, bastante similares en
amplitud, latencia y forma.

Se sabe, gracias a numerosos estudios fisiologicos basados en técnicas de
neuroimagen, que tanto el procesado como la percepcion sensorial de los
estimulos externos se producen simultaneamente en varias regiones del cortex.
Los potenciales evocados por estimulos sensoriales son generados por actividad
sincronizada de las células piramidales que se encuentran orientadas
perpendicularmente al craneo, en dichas areas del coértex. Resulta razonable,
también por motivos fisioldgicos relacionados con la denominada conduccién de
volumen, asumir que estos potenciales evocados reflejan la activacion de ciertos
potenciales eléctricos, espacialmente localizados, que se activan brevemente y
de forma sincronizada en las distintas areas estimuladas por la llegada de

entradas sensoriales.
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Existen numerosos estudios sobre potenciales evocados. La mayoria se centra
en determinar las llamadas componentes del ERP. Cuando mostramos la curva
descrita por un potencial evocado, en cualquiera de los electrodos del EEG,
observamos una curva suave que pasa por varios picos y valles, que varian en
amplitud, polaridad y duracién. Un primer analisis de los potenciales evocados
podria centrarse en la localizacién de estos picos, la determinacion de sus
polaridades, sus amplitudes, y sus latencias. En principio, cabria esperar que
dichas caracteristicas fuesen el resultado de diferentes procesos neuronales que,
por supuesto, habria que identificar. Si bien es cierto que esta vision se ha
corroborado en cierto grado por las numerosas investigaciones realizadas en el
area, la verdad es que cada potencial evocado acaba siendo descrito como
superposicion de una o varias componentes —que tienen significado fisiolégico
— pero dichas componentes no se identifican de una forma inmediata y sencilla
con la descripcién de la onda en términos de picos y valles. Asi, llamamos onda

ERP a la curva calculada como promedio de las épocas asociadas a un mismo



estimulo tipo, siempre que se hayan tomado un nimero suficiente de estas (100
es aceptable). La onda ERP se asume que contiene informacién relacionada con
los procesos sensoriales, cognitivos, afectivos, y motores provocados por un
determinado estimulo. Un pico de la onda ERP es un extremo relativo de la onda
que tiene, ademas, la caracteristica afiadida de ser confiable, en el sentido de que
no se puede atribuir a la presencia de ruido de altas frecuencias en la sefial. Por
otra parte, cuando hablamos de componentes ERP nos estamos refiriendo a
cambios en la onda ERP registrada que son atribuibles a procesos neuronales o
psicoldgicos especificos, bien determinados. Evidentemente, esta definicion no
es sencilla de aplicar porque su uso conlleva la determinacion causal que liga un
proceso neurocognitivo concreto —como, por ejemplo, una toma de decision—
con la aparicion de cierto rasgo caracteristico en la onda ERP, y esto requiere un
arduo trabajo de investigacion previo, que implica la colaboraciéon de un amplio
equipo multidisciplinar. Aun asi, existen infinidad de estudios que han logrado
identificar ciertas componentes ERP, definiendo ademas los mecanismos
apropiados para su calculo. Cuando una componente ERP es aceptada como tal,
se bautiza y se utiliza como posible neuromarcador de diferentes patologias.
Quizas la componente ERP mas estudiada es la P300, aunque hay muchas otras,
como las componentes MMN, N1, N170 o LRP. La componente P300 fue
descubierta por Sutton y colaboradores en 1965 y sirvié para estimular
fuertemente el uso de técnicas de neurometria para el estudio de procesos
neurocognitivos. Aparece en los electrodos Fz, Cz y Pz cuando sometemos a un
sujeto a un estimulo sensorial (que puede ser visual o auditivo) poco frecuente,
bien de forma aislada o bien inmerso entre otros estimulos frecuentes, y se le
pide que reaccione a dicho estimulo pulsando un botén. Cuando realizamos esta
experiencia repetidas veces y calculamos, en los correspondientes nodos, la
curva ERP, aparece una curva caracteristica, que denominamos componente
P300, cuyo primer maximo confiable posee una amplitud muy superior a los
primeros extremos relativos de la onda y que se produce en torno a 300

milisegundos posteriores a la emision del estimulo infrecuente. Los datos mas



relevantes de esta componente son su latencia (es decir, el tiempo exacto
transcurrido entre la emision del estimulo y la aparicion del primer maximo
confiable), su amplitud (es decir, la amplitud del correspondiente maximo) y su
forma. La latencia y la amplitud se guardan, para su posterior estudio. Se asume
que dichos valores se comportan como los valores que se obtienen al realizar un
experimento gobernado por una variable aleatoria (v.a. en lo sucesivo) normal y,
por tanto, cuando se ha fijado la media y la desviacion tipica de los mismos para
un grupo de pacientes sanos, estos se pueden utilizar como neuromarcadores de
una posible patologia. La componente P300 esta asociada a la atencién y la

memoria.

P300
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No es sencillo determinar una nueva componente ERP, pero cuando esto se
logra siempre supone un avance significativo en las investigaciones en
neuropsicologia y psiquiatria. Las primeras componentes ERP se detectaron, sin
la necesidad de hacer promedios, en la década de 1930, pero la llegada de los
computadores, entre otros avances tecnologicos, permitieron introducir en la
década de 1960 la técnica de los promedios, y esto supuso en verdadero impulso

en el area, especialmente a partir de principios de 1980.



CAPITULO 2
Todo son ondas: una breve incursion

en el analisis de Fourier

Pensemos, por un momento, en la sefial recogida por cada uno de los electrodos
de un electroencefalograma. Esta sefial es, evidentemente, unidimensional y
varia con el tiempo. El electrodo ha tomado muestras de la actividad eléctrica en
ese preciso punto del cuero cabelludo donde esta ubicado. Cada segundo hemos
registrado entre 250 y 2.000 muestras —depende del aparato que usemos para
grabar, por supuesto—. Esta es la actividad eléctrica basica que luego debemos
analizar. ;Por qué tomamos muestras y por qué se toman precisamente con esta
frecuencia de muestreo? Y si tomamos muestras, ;cOmo sabemos que no vamos
a perder informacioén relevante? La respuesta a estas preguntas esta en el analisis
de Fourier y fue generada poco a poco por varios cientificos, con intereses muy
diversos, entre mediados del siglo XIX y mediados del siglo XX, involucrando
algunos de los nombres fundamentales para la comprensién del desarrollo de la
matematica moderna y, ademas, esta conectada con algunas cuestiones profundas
de la fisica y la ingenieria.

Pero antes de entrar en materia consideramos necesario introducir algunos
conceptos y formulas que seran posteriormente fundamentales para comprender
las ideas y resultados que pretendemos relatar. Para empezar, recordemos que un
numero complejo es sencillamente una expresion del tipo a+ib, donde i denota
la “unidad imaginaria” (esto es, resuelve la ecuacién i°+1=0). El par (a,b)
representa univocamente al nimero a+ib (son sus “coordenadas cartesianas™).
Para nameros complejos no nulos hay otra representacion natural que, para

nosotros, sera de enorme importancia. En efecto, si dibujamos el vector z=(a,b)=



a+ib en el plano, veremos que este queda determinado a partir de su médulo
p=lzl=Na'+b y del angulo 6 que forma con el eje de abscisas. De hecho,
z=|z|(cosB+isinB). Esta es la forma polar del nimero complejo z.

La funcion E(B)=cosB+isin@ es especialmente importante. Satisface la
ecuacion diferencial E’(0)=iE(B), con condicion inicial E(0)=1, ecuacion que
caracteriza la funcién exponencial e®. Por tanto, /0 = cos® + isinf y la forma
polar del nimero complejo z queda z = pe®. Esta expresiéon aparece
constantemente en nuestros calculos y, por tanto, conviene familiarizarse con
ella. En particular, cuando estudiamos el comportamiento en frecuencias de una
sefial, nos interesa mas la forma polar de cada componente que la expresion en
coordenadas cartesianas, porque tiene un significado fisico mas nitido. La
energia de cada componente queda determinada a partir de su modulo (es el
cuadrado de dicho valor). Por otra parte, la fase nos habla de la temporalizacion
(estamos interesados en procesos que son ciclicos —oscilaciones— y la fase es
un angulo, por lo que podemos identificarla con la medida de un reloj). Se sabe
que la fase sirve para que las neuronas determinen el momento en el que van a
activar sus potenciales de accion, mientras que la energia detectada refleja si se
ha activado un mayor (o menor) nimero de neuronas. Ambas cuestiones son
vitales para que el cerebro responda adecuadamente a los estimulos que recibe y
son fundamentales, por ejemplo, en los estudios relacionados con las habilidades

de atencion de las personas.

Vivir entre dos mundos: tiempo y frecuencia

Para empezar, hay que saber que “cualquier” sefial periodica se puede
representar como superposicion de ciertas sefiales basicas, llamadas armonicos
elementales. Hemos escrito entre comillas la palabra “cualquier” porque en
realidad la afirmacion no se satisface para toda sefial periddica pero, como
veremos, si para todas las que nos puedan interesar en las aplicaciones fisicas.

Esto no fue facil de intuir y, mucho menos, demostrar. La intuicién viene de



tiempos lejanos, tan lejos como Pitagoras, quien se ocupd ya de cuestiones
musicales e introdujo la idea del armoénico puro. La acustica seria, de hecho, la
principal motivacion para D. Bernoulli en sus intentos de justificar su estudio de
la ecuacion de ondas, asociada al problema de la cuerda vibrante. Por su parte, es
seguro que Fourier conocia los trabajos de Bernoulli y, con toda probabilidad, su
fuerte conviccién de que toda funcion se puede expresar como superposicion de
ondas sinusoidales simples tuvo también bases fisicas. No olvidemos que,
después de todo, Fourier es considerado uno de los fundadores de la fisica
moderna por sus contribuciones al estudio de la propagacion del calor, siendo su
aportacion mas importante la creacion de un modelo matematico, basado en
ecuaciones en derivadas parciales, que describe como varia la distribucion del
calor, en funcién del tiempo y la posicién, en un sélido conductor, y la
introduccion del método de separacion de variables para la solucion de las
ecuaciones implicadas. Dicho método implicaba la hipoétesis, que defendié con
enorme entusiasmo durante toda su vida, de que las funciones “arbitrarias” se
pueden descomponer como sumas (0 superposiciones, si empleamos una
terminologia mas fisica) de ciertas funciones simples: los armonicos puros, u
ondas basicas. Aunque Fourier err6 en algunos de los (numerosos) argumentos
que utilizo6 para defender sus tesis, y fue duramente criticado por ello, su
intuicion fue finalmente validada en su mas profunda esencia y, como suele
suceder en matematicas, el establecimiento definitivo de los limites que esta
alcanza, fue tema de investigacion, no por unos afios o unas décadas, sino
durante siglos, llegando a delimitarse en sus tltimos aspectos solo a mediados de
la década de 1960, con el trabajo de L. Carleson, a quien se le concederia el
Premio Abel en 2006, en buena medida por estos logros. Ademas, el modelo de
“descomponer una funcién arbitraria como suma de ciertas funciones basicas”
fue seguido en diferentes contextos del analisis, dando lugar a una forma de
pensar en matematicas que, en definitiva, puede verse como uno de los gérmenes

de, por ejemplo, el analisis funcional.



Series de Fourier

Bajando a la tierra, y para explicar con mayor concrecion a qué tipo de
resultados nos estamos refiriendo, vamos a enunciar algunos de ellos. Si tenemos
una funcién minimamente regular y T-periodica f(t) (es decir, f(t)=f(t+T) para

todo numero real t) entonces esta funcién se puede describir como una suma

(posiblemente infinita) de armonicos puros. Es decir,
a ) =kt 2=kt

flt)="+» (a, cos +b, sin )
2 e T~ para ciertos coeficientes a, b, que

dependen exclusivamente de f y que reciben el nombre de coeficientes de
Fourier de la funcién.

Prestemos atencion a la ecuacion anterior. En el miembro de la izquierda
tenemos una funcion f(t) que depende del tiempo —pensemos que t representa el
paso del tiempo y que f(t) es la magnitud de la sefial eléctrica que medimos en el
instante de tiempo t— mientras que en el miembro de la derecha de la ecuacién,
aparecen ciertas funciones fijas (los senos y cosenos) que se superponen (es
decir, se suman) y se promedian (es decir, se multiplican por ciertos nimeros).

¢Qué puede significar que estas funciones estén fijas? Ellas no dependen de la

2=kt . 2=kt
cos 511

forma de la sefial f(t): usamos las mismas funciones T T para

toda funcion periddica f(t) con periodo T. Si pintamos una de estas funciones,
veremos que se trata de una onda que oscila de forma regular, repitiendo el
mismo trazado k veces en cada intervalo de longitud T. Es decir, k nos da la
frecuencia con la que esta funcion oscila en cada intervalo periodo. Los
coeficientes a,, b, nos dicen cuanta energia aporta esta vibracion fundamental a
nuestra sefial f(t). Asi, son los coeficientes los que determinan completamente a
f(t) y, ademas, su significado se debe interpretar en términos de frecuencias. A un
lado de la ecuacién tenemos una descripcion de f(t) en funcion del tiempo y al
otro lado, recuperamos la misma sefial, vista desde un universo diferente: el

mundo de las frecuencias. Lo mas importante en esto es que podemos viajar de



un lado al otro sin perder informacion. Este fue el maravilloso descubrimiento de
Fourier, que daria lugar a importantes cambios no solo en analisis matematico
sino también en fisica, ingenieria, y numerosos campos de aplicacion,
incluyendo la medicina.

Dada la funcién T-periddica f(t), sus coeficientes de Fourier se pueden
calcular  explicitamente  gracias a las formulas de  Fourier:

2=kt 2=kt

dt
En particular, estos pueden

1T 1 T
i =—= f[t)cos dt - = i
. T'Ef[] bk—Tﬁf[r}S“‘

y
obtenerse tan pronto como la funcion f sea integrable en [0,T]. En efecto,

asumamos momentaneamente que la funcién f admite una descomposicién del
tipo anterior, y que la convergencia de la serie que aparece en el segundo
miembro de la ecuacion es tan fuerte que permite multiplicar a ambos lados por
cualquier funcion suficientemente regular (como, por ejemplo, por las funciones

2=kt . 2=kt
Cos sin

) T ye integrar término a término, conservando la igualdad. Si

hacemos esto y tenemos, ademas, en consideracion las identidades

1 » 2=nt 2=mt .

— = CO0S COS dt=06
T -|:' T T n.m
y

1 v, 2=nt . 2

—=235In ~ sin =mt dt=06
TT T T L

para todo M =L (donde 6,,, se anula si n # m y vale 1 si n=m), entonces es
evidente que los coeficientes de Fourier a,, b, deben satisfacer las formulas de
Fourier. Estos calculos son en realidad una motivacion (poderosa, pero
meramente heuristica) para aceptar las formulas de Fourier como las ecuaciones
apropiadas que deben definir los coeficientes de Fourier de la funcion f, pero de
ningin modo hemos demostrado que estas ecuaciones se dan para toda funcion f,
pues ello nos llevaria al circulo vicioso de asumir, de partida, unas propiedades

de convergencia de las series de Fourier que, en realidad, estan en el aire.



De todas formas, la solucion a este problema es sencilla: forzamos las
formulas de Fourier como las apropiadas para definir la serie de Fourier de la
funcion f, pero esta asociacion se asume como algo meramente formal. Una vez
esto ha quedado claro, se plantea la cuestion de saber bajo qué condiciones es
convergente la serie de Fourier que hemos asociado formalmente a f y, caso de
serlo, si converge a la funcion de partida, y en qué sentido.

Resulta sorprendente, y un descubrimiento maravilloso, saber que las
condiciones que garantizan la convergencia de las series de Fourier a la funcion
original son extraordinariamente débiles.

El primer resultado que se demostré rigurosamente en esta direccion fue
publicado en 1829, se debe a Dirichlet y zanj6 de forma contundente, a favor de
Fourier, la polémica que se habia generado en torno a sus ideas, durante afios y
afios de desagradables conflictos (en los que no solo los aspectos cientificos
fueron considerados, sino también cuestiones personales y politicas). Dirichlet
demostré que si f es derivable a trozos y con derivada continua a trozos,
entonces su serie Fourier converge a la propia funcion f uniformemente sobre
compactos contenidos en la zona de continuidad de f y, en los puntos de
discontinuidad, converge al punto medio del salto. Por supuesto, estos resultados
se fueron refinando con el tiempo, y dieron lugar a una importante rama del
analisis matematico que no ha parado de crecer y producir nuevas ideas y que ha
sido fundamental en numerosas aplicaciones de la matematica.

Aunque a primera vista podria ser dificil de adivinar, el calculo que hemos
improvisado para los coeficientes de Fourier se basa, en realidad, en un
argumento geomeétrico. Lo que esconde es, por asi decirlo, la introduccion de una
idea de “espacio” que facilita el arte de medir distancias en un contexto donde
existen infinitas dimensiones. Cada coeficiente de Fourier, que explica el
comportamiento de la sefial en una frecuencia determinada, representa una
dimension del espacio en cuestion.

El concepto de espacio que todos hemos incorporado de un modo mas o

menos intuitivo a nuestra experiencia sensorial del mundo, no es otro que el



R?

espacio Euclideo de dimension tres, . En él podemos medir distancias y

calcular angulos de forma sencilla. Gracias a la aparicion del algebra, estas
operaciones se pudieron sistematizar en torno a un concepto sencillo, el producto

escalar de vectores. Dados los vectores x=(x,,x,,x,) € y=(v,,y,,y,) del espacio

£

=
xh}_-' = . x|..:!'.l:

=0

ordinario, su producto escalar viene dado por . La distancia que los

[ e 1 v
separa esta entonces dada por d(x,y) = fx—yj= N AZSAEY y el angulo que
forman proviene de despejar 0 en la férmula {x,y) = {x { { y { cos8. En particular,

los vectores seran perpendiculares si su producto escalar vale O.

] v 2
Supongamos por un momento que tomamos dos vectores ¥:V del plano R ,

. =T
que son perpendiculares. Entonces cualquier otro vector < SR g puede

escribir de forma tnica como X = au+bV para ciertos valores a,bER gy mas,

dichos valores se obtienen facilmente a partir del producto escalar gracias al

<XJL!'>

calculo siguiente:

(au+ bv,u)
= c:z(u,u> + b(vJu:}

= n(u,u%
ya que {v,u) = 0 al ser dichos vectores perpendiculares. Esto nos conduce a

'::X,L.':: o)
ﬂ: II II ﬂ= . :

: (1,u) ; (v
concluirque "/ . Andlogamente, ' ' ' .

Estas ideas se pueden extender de forma inmediata al espacio Euclideo de

dimension N,

RY = {x=(x,, X, ):X ER,i=0,,N-1}

y, lo que es mas adn, se pueden trasladar a un contexto mucho mas amplio

simplemente haciendo abstraccién de los conceptos de “espacio” y “producto



escalar en un espacio”.

Por “espacio” entendemos cualquier conjunto en el que se han introducido las
operaciones de suma y producto por un escalar, y en el que estas satisfacen las
propiedades usuales de los vectores del espacio ordinario. Estos espacios
representan una buena aproximacién al comportamiento de numerosos procesos
fisicos en los que se producen fendémenos de superposicion y modulacién
(atenuacién o amplificacion) de magnitudes. Por ejemplo, el sonido viaja en
ondas que, cuando se encuentran, se suman. Cuando escuchamos varios sonidos
simultaneamente lo que estamos oyendo es, en realidad, la superposicion o suma
de los mismos. Ademas, un sonido sera mas “fuerte” o mas “débil” (o, si se
quiere, se percibira como mas cercano o mas lejano) en funcion de la intensidad
de la onda —no de su forma, ni de su frecuencia de vibracion—, y dicha
intensidad cambia cuando multiplicamos por un numero toda la sefial sonora.
Por tanto, las ondas sonoras representan perfectamente los elementos de un
“espacio” en el sentido que acabamos de describir. Lo mismo sucede con las
ondas electromagnéticas y con las sefiales eléctricas recogidas en un EEG. El
nombre que se usa en matematicas para este concepto de “espacio” es “espacio
vectorial” y se le pone el apellido “real” cuando los coeficientes por los que
multiplicamos los vectores son numeros reales y “complejo” cuando dichos

coeficientes son nimeros complejos.

: : : : .., :HxH—=EK
Si H es un espacio vectorial real, decimos que la aplicacion ,

que lleva un par de vectores * Vel al numero real (x, y), es un producto
escalar en H, si es una aplicacion simétrica (es decir, (x, y)=(y, X)), es lineal en
cada una de sus variables (para lo cual basta asumir que, {(ax + by, z) = a (x, z)+ b
(y, z) para todo x, y, z y todo a,beER pues la linealidad en la otra variable se
obtiene gratis a partir de la propiedad de simetria anterior) y, por ultimo, es una
aplicacion definida positiva (es decir, (x,x) > 0 cuando ¥ = y (X, x) = 0 solo si
x = 0). Los espacios vectoriales sobre los que se ha definido un producto escalar

se llaman Euclideos porque en ellos es posible introducir los conceptos basicos



de la geometria Euclidea: distancias y angulos. Si H es un espacio vectorial
complejo, existe un concepto similar de producto escalar. Lo inico que tenemos

X,y

que modificar es que los nameros (x, y) con H' 4eben ser ahora niimeros

complejos y que la simetria es sustituida por la propiedad hermitica:

X,V = VX ) Pt i
) “'" . Por ejemplo, en “~ el producto escalar usual estd dado por

-1

X,y = xy ) P -
o F0T)= f:2f(t) dt<+
I

. En el caso de , el espacio de las

sefiales complejas T-periodicas de energia finita, se considera el producto escalar
f.g == f(t)glt)dt d(f.9)= slft)-g)fdt -
T , cuya distancia asociada es .

Los coeficientes de Fourier de la funcion T-periddica f(t) se calculan

directamente a partir de este producto escalar, pues

2=kt . 2=kt
,COS f,sin
a, = b, =
“ 2=kt 2=kt i . 2=kt | 2=kt
Cos ,COS sin , 511
T T
y
o e = cosB +isiné
Ademads, si tenemos en cuenta que °© y, por tanto,
ia -ig i _ omiE
cosg=2"°% sinf =~ TE
y 2 resulta que la serie de Fourier de f admite una
=ikt
e ce T

. 7 . - l{ . . . .
representacion del tipo #=- , donde los coeficientes de Fourier complejos c,

estan dados por

]

=2k

e’ .
C, = f, —=a_—1b,
Lk 2=rt 2=kt L "

- -

e T e’

El espacio L?(0,T), cuando la integral que se considera es la de Lebesgue,

tiene la bonita propiedad de que permite una identificacion completa entre la
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sefial y sus coeficientes de Fourier.

En general, si H es un espacio dotado de un producto escalar y #18=0 o5 una
familia de elementos (no nulos) de H que genera un subespacio denso y que
satisface las condiciones de ortogonalidad (¢,, ¢,.) = 0 cuando n # m, entonces se
puede demostrar que todo elemento x €H admite una expresion del tipo

X0
x=. —95:

PP o
R0 W . . . . . .
, siendo la convergencia en el sentido de la distancia definida en

H. Este resultado generaliza, evidentemente, las series de Fourier a un contexto
mucho mas amplio, y ha sido utilizado de forma muy intensa en diferentes ramas

de la matematica y de la fisica. Los coeficientes de Fourier del vector x respecto

de la base ortogonal son, entonces, los numeros -, k=0,1,2,..., y
conocer dichos coeficientes nos permite una recuperacion completa del vector
gracias a la féormula anterior.

Un caso extremo, en el que la cuestion de la convergencia de las series de

Fourier generalizadas desaparece, es cuando nuestro espacio tiene dimension
.. . . sl
finita. Concretamente, podemos asumir que trabajamos en "~ con el producto
N-1
Xy = L x}}.rir
escalar usual, R=l . En este contexto hay dos bases ortogonales que

son especialmente importantes. La primera es la base canénica, formada por los
vectores e, =(0,0,...,0,1,0,...,0) (donde el 1 aparece en la posicion (k+1)-ésima

del vector). Cuando escribimos x = (x,,X,,...,Xy.;) 10 que estamos diciendo es que

By 4

X=% X &
Tk

=0 . . . s
) . Es decir, esta base nos proporciona de forma natural la representacion

de la sefial x en el dominio del tiempo. El numero x, es sencillamente el valor de

la sefial en el instante k y se suele denotar, indistintamente, por x, o x(k). La



segunda base fundamental, es, evidentemente, la que nos describe estas sefiales

en términos de frecuencias. Se trata de la base formada por los vectores
N-1 Z=ilm
E=*e"e
n=0 . Es decir, la componente n-ésima de E, es el numero complejo
2=iin
e ¥ para n=0,1,...,N-1. Que (E,, E) =0 para k # r, por lo que estos vectores
. Pl . .
forman un sistema ortogonal en - | es una sencilla cuenta, basada en aplicar a
B - xl"ll _ 1
2=ilie-r) l+x+---+x"" = n
¥=e °  Ja formula x-

, la cual se demuestra simplemente

multiplicando a ambos lados de la igualdad por x-1.

. et il ) ., .
Se sigue que todo vector ¥ =~ admite una expresion del tipo

N-1 X E‘ 1 M-1
X = "k F _ e x(k)E.
k=0 Ell,_ 'Ek ) ‘ﬁl'r w=0 )
donde
N-1 -2=1kn

X(k)= x,E_ = x(n)e

n=0

Llamamos transformada discreta de Fourier (o dft) del vector x al vector

dft(x)=x=(x(0),---,x(N-1))

Del mismo modo que los coeficientes de Fourier de la sefial periodica f{(t) nos

describen el comportamiento en frecuencias de esta, los coeficientes de la dft del

1
vector x nos dan (salvo un factor de v ) las coordenadas del vector x en la base
E ¥ N
de las frecuencias = ¥ %0 de - .

La transformada de Fourier

Sabemos que la serie de Fourier de una funcion periddica converge con gran



facilidad a la funcion. Esto permite utilizar los desarrollos en serie de Fourier
para aplicaciones en muy diversos contextos. Por supuesto, existen funciones
cuya serie de Fourier no converge en uno u otro sentido, y la descripcion precisa
de los limites en torno a los cuales existen (o no) dificultades, es una teoria
matematica muy sutil y elaborada, con enorme dificultad técnica, que escapa a lo
que razonablemente podemos contar en este texto. Lo importante aqui es saber
que las series de Fourier convergen en todos los ejemplos de funciones
periodicas que podamos encontrar en el mundo real. Hay sin embargo una
propiedad indispensable en todo este desarrollo, a la cual no hemos dado aun la
importancia que tiene, por las limitaciones que impone en las aplicaciones, y es
que las funciones bajo consideracion han sido, hasta ahora, necesariamente
periodicas. ;Y los electroencefalogramas no son periodicos!

El propio Fourier fue consciente de las limitaciones que implica la hipotesis
de periodicidad. De hecho, en su Teoria Analitica del Calor, cuando se ocupo
del problema de la distribucion del calor en solidos infinitos, necesito generalizar
sus resultados al caso no periddico, para lo cual introdujo el operador que ahora
llamamos “transformada de Fourier”. Si bien los coeficientes de Fourier no se
pueden atribuir a €él, la transformada o integral de Fourier si se la debemos, sin
ningun género de dudas.

Existen varias formas de introducir este operador. La mas natural, y la que usé
el propio Fourier, es la siguiente: Asumimos que nuestra funcion f(t) no es
periddica, pero decae a 0 con cierta velocidad cuando t tiende a infinito.
Podemos, por ejemplo, suponer que se trata de una sefial definida en toda la recta

= If(t)]de <

real y cuyo valor absoluto es sumable, es decir, tal que =

[-T/27/2]

Elegimos un valor y consideramos la extension T-periodica de , que
denotamos por x{t). A continuacion, nos fijamos en el k-ésimo coeficiente de
1 T2 -Ei;'k:
= — i
c (x.)= T =-:r,.-:f[t]€ dt

Fourier complejo de x(t), que estda dado por . Si



hacemos ahora que T tienda a infinito, entonces

P .
;-_.'-'1 L=kt —2=int

Te(x)-=, fe * dt= =f(e © de=F(AC)

donde
FF))- = fle)e"dt

es la transformada de Fourier de la sefial f(t). Es decir, para T grande, Tc,(x,) es
— Ir
una buena aproximacion de ) [F}. Ahora bien, los valores c,(x;) representan
en términos frecuenciales a f(t) en [-T/2,T/2]. Por tanto, el efecto que tiene
perder la periodicidad de la sefial es que podemos variar libremente los valores
de k y T para considerar frecuencias arbitrarias: el espectro pasa de ser discreto a
ser todo el continuo de la recta real, pero mantiene su significado.
Por supuesto, una vez hemos definido el operador F , es necesario demostrar
que tiene las propiedades mas importantes que tenian los coeficientes de Fourier
para el caso de las sefiales periodicas. En particular, hay que probar que el viaje
desde el mundo del tiempo al mundo de las frecuencias es de ida y vuelta y que,
ademas, en los trayectos no se produce pérdida de informacion. Este es de hecho
el contenido del llamado teorema integral de Fourier, que nos dice que, bajo
hipétesis minimas, el operador
FHAE) =~ = e
2=

actia como inverso del operador - Hay que pensar en este resultado como un
teorema sobre sumabilidad, parecido a los que garantizan que la serie de Fourier
de una funcion periddica converge a dicha funcién.

La transformada de Fourier esta definida, en principio, para funciones

: X : o= |f{t)|dt <" ,

sumables, es decir, para sefiales con integral finita = . Ademas,

esta definicion se puede extender a todas las sefiales de energia finita.



También es importante saber que la transformada de Fourier se puede definir
para el espacio de las “distribuciones temperadas”. Las distribuciones o
funciones generalizadas son un ente abstracto que permite ampliar el concepto
de funcion para facilitar el estudio de ciertos fenémenos fisicos que no se pueden
modelar con funciones ordinarias. En este texto no podemos introducir los
formalismos necesarios para dicha teoria, pues son excesivamente complejos y
sutiles, pero si queremos enfatizar su importancia y su necesidad, incluso para
aplicaciones que, en ultimo término, se refieren exclusivamente a funciones
ordinarias, algunas de cuyas propiedades se obtienen solamente a partir de su
interpretacion distribucional. Existen, ademas, numerosos problemas clasicos,
como el problema de la cuerda vibrante, o el estudio de ciertas partes de la
mecanica cuantica, cuya clarificacion pasa necesariamente por el uso de

distribuciones.

Convolucion

Un principio matematico fundamental para las aplicaciones del analisis de
Fourier es el llamado teorema de convolucién. El proceso de convolucionar dos
seflales es la forma matematica con la que se describen los llamados filtros de
ondas. Desde el punto de vista fisico es fundamental disponer de dispositivos
(como, por ejemplo, circuitos eléctricos) que filtren las sefiales eliminando
ciertas frecuencias y dejando pasar, sin tocarlas, otras. Por ejemplo, en el caso de
los electroencefalogramas se sabe que la propia corriente eléctrica (los cables)
introduce un ruido en la sefial que se puede identificar usualmente como un
armonico puro a 50 o 60 Hz, dependiendo de si estamos en Europa o en Estados
Unidos. Ademas, tipicamente, las sefiales EEG que nos interesan vibran a
frecuencias inferiores a los 50 Hz. Seria, por tanto, deseable, disponer de un
mecanismo que elimine las frecuencias de 50Hz y 60Hz (es decir, el ruido) del
EEG.

Si miramos la transformada de Fourier de la sefial f(t), la mejor forma de

permitir el paso de ciertas frecuencias y eliminar otras es multiplicar la



transformada F(F)w) por una funciéon H(u) que tome valor 1 en aquellas
frecuencias u cuyo paso queremos permitir y se anule en las frecuencias que
deseamos eliminar. Si la funcién H(u) es la transformada de Fourier de cierta
sefial h, el teorema de convolucién nos dice que la accion del filtro se describe,
en el dominio del tiempo, mediante la operacion de convolucionar f contra la

funcion h. En formulas,

F(f=h)(u)=F(f)(u)-Fh)(u)=F(fF)w) Hu) ,
donde
(f+=h)(t)== f(s)h(t-s)ds

es la operacion de convolucion.

El teorema del muestreo

Este resultado nos proporciona la seguridad de una transicion suave, sin pérdida
de informacion, desde el mundo analdgico al mundo digital. La razén por la que
este principio es siempre aplicable es tan sencilla como que, del mismo modo
que existen limitaciones para el tamafio de las particulas (la materia esta
cuantizada), también su capacidad de vibrar esta sometida a limites especificos.
Toda la informacion que recibimos del mundo exterior a través de nuestros
sentidos, por via de magnitudes fisicas como la luz, el sonido, la presion o el
calor se puede interpretar como resultado de la vibracion de ciertas particulas.
Ademas, nuestro sistema nervioso, nuestros sentidos, imponen una restriccion
aun mayor, si cabe, a las vibraciones que podemos percibir. Por tanto, en todos
los casos de interés, las sefiales registradas por nuestros sentidos, o por cualquier
sistema de medicion del que dispongamos, son necesariamente de banda
limitada. Por ejemplo, sabemos que el oido humano es incapaz de percibir
sonidos que se emiten con una frecuencia inferior a los 20 Hz o superior a
20.000 Hz. Por tanto, todas las sefiales sonoras que podemos percibir estan

amparadas por el teorema del muestreo. Esto permite crear aparatos de



reproduccion digitales como los reproductores de CD, en los que no existe
pérdida de calidad del sonido respecto de los sonidos percibidos. Por supuesto,
las sefales eléctricas que grabamos en un EEG también estan limitadas en
banda, por lo que podemos muestrearlas sin perder informacion, y podemos
tratarlas digitalmente.

¢En qué se basa el teorema del muestreo? Supongamos, para empezar, que
tenemos una sefial periodica. Diremos que la sefial esta limitada en banda si para
su descripcion solo se requiere utilizar un conjunto finito de frecuencias o, lo que
es lo mismo, si todos sus coeficientes de Fourier, excepto unos pocos (un
numero finito de ellos), se anulan. En tal caso la sefial sera, evidentemente, un

a ‘ 2= jt 2=t
f[r}=Eﬂ+i (@, cos al +b sin =E‘F]

polinomio trigonométrico, o . Ahora bien,

cualquiera de estas funciones queda univocamente determinada por su valor en

[0,7)

2N+1 instantes dentro del intervalo | , pues comparten las propiedades de

E-";E + E—IE‘

cosf =
los polinomios algebraicos ordinarios. De hecho, como 2 y

i -id

sinf =

= , para ciertos coeficientes complejos c,, tenemos que
i 2=ikt ,
t)=e ce T - k
flt)=* ¢ P(z)=* c,_,z"

b=-N k=N
En particular, el polinomio algebraico kel
2=t =it

(e " )=e T flt)=g(t)

N

. . . P .
satisface la identidad . Se sigue que tanto g(t) como

A
2=t

flt)=e T glt) : : :
quedan completamente determinadas a partir de cualquier

t. €[0,T)

conjunto de 2N+1 valores f(t,) con ¥ , pues dichos valores determinan
univocamente el polinomio P(z). De hecho, ya en 1765, J. L. Lagrange habia
obtenido una férmula explicita para el polinomio P(z) en términos de los valores

g(t), y el caso que acabamos de mostrar fue también estudiado, en 1841, por A.



Cauchy.

Si imponemos que los valores ¢, se correspondan con un proceso de muestreo

uniforme, tendremos que t,=kh para cierto valor h>0. Ademas, la condicién de

v =y = 7
que x(£)=0 para Kl se traduce, en este contexto, en que el grado N del
polinomio trigonométrico que define a f verifica N/T < W . Por tanto, t,,,,=
s T T 1
(2N+1)h<T implica que 2N+1 2N 2W | que es lo que buscdbamos. De
.1 _
e - 10,T)
hecho, cualquier  2W define al menos 2N+1 puntos distintos en donde

conocemos el valor de f(t) (aunque podrian no estar equiespaciados pues, si
(2N+1)h<T entonces t* = (2N + 1) h — T puede diferir de los otros valores ¢,
donde conocemos f), por lo que siempre podemos acudir al polinomio de
interpolacion de Lagrange para concluir la demostracion del caso periodico.

Si la sefial de partida no es periddica, pero su transformada de Fourier se
anula fuera de cierto intervalo [-W,W], entonces también es posible recuperarla a
partir de un conjunto discreto de muestras, las cuales pueden tomarse, ademas,
equiespaciadas, aunque esta vez se requieren infinitos valores de la sefial
original. Este es el contenido del famoso teorema del muestreo.

La prueba se basa en una combinacién de ideas que involucran, de forma muy
cuidadosa, el teorema integral de Fourier y el desarrollo en serie de Fourier de

una funcion periédica. Concretamente se procede del siguiente modo: por

hipétesis, la sefial f es de banda limitada, lo que significa que, F(F)w)=0
para todo valor u que esté fuera de cierto intervalo [-W,W]. El menor W >0 con

esta propiedad se denomina ancho de banda de la sefial. Se sigue que, si F

ay ]|["’f’-'f‘*’][u], la restriccion de F(f) al

intervalo [-W,W], entonces F es una funcién periodica de energia finita y, por

denota la extension 2W-periodica de

tanto, coincide con su desarrollo en  serie de  Fourier,
' 2=k " =ik
Flu)J=® ¢ (Fle® = ¢ (Fle".

F=-" k=-



Ahora bien, los coeficientes de Fourier de F estan dados por

c,|F) - 23;5 Fﬁﬂeszdu—zaf;;f{fﬂuk=fﬁdu
- FUEUNG- )

Se sigue que la transformada de Fourier de f queda completamente
determinada a partir de los valores que toma la sefial en los puntos k/(2W) con
kEZ y, por tanto, si tenemos en cuenta otra vez el teorema integral de Fourier,
también la propia sefial f queda determinada a partir de estos valores. {Y eso es
esencialmente lo que buscabamos!

La primera vez que se enunci6 un teorema de este tipo fue en un articulo del
matematico inglés E. T. Whittaker, en 1915. El se interes6 por determinar una

funcién C(t) que verificase las condiciones de interpolacion C(a+kT)=f, para
todo KEZ y cierta sucesién de valores f,- De hecho, propuso como solucion

utilizar la serie

shm;ﬁ—a—krn

= . =
ke t—a—-kT
7 )

Solo cinco afios después, en 1920, K. Ogura demostraria que si f(t) es una
_b b

sefial de energia finita cuya transformada de Fourier se anula fuera de = 2= 2"

entonces esta se puede recuperar completamente a partir de sus valores en los

puntos krvb con K EZ gracias a la férmula

f[r]— o flke /D) H—mn{br}o e

— k=
=_1 1
T 2b/(2=)

que se obtiene de la formula de Whittaker imponiendoa = 0y

Resumiendo, si W=b/(2n) es el ancho de banda de la sefial, entonces esta se



puede recuperar a partir de muestras equiespaciadas cuando el muestreo se
realiza con la frecuencia 2W, que se llama frecuencia de Nyquist, en honor al
fisico e ingeniero H. Nyquist, quien formul6 el mismo principio en forma de
conjetura en un articulo de 1928.

En este punto es crucial advertir que el teorema funcionara del mismo modo si
asumimos un ancho de banda W superior al verdadero ancho de banda de la
/ T 1T 14T
[-W, W] C [, W] y, por tanto,
[-W, W]

sefial (pues obviamente si W =W entonces

la transformada de Fourier de f se anula también fuera de ). Se sigue
que la formula anterior, en la que recuperamos la sefial a partir de sus muestras,
se puede aplicar con toda tranquilidad si sobremuestreamos, es decir, si la
frecuencia de muestreo es superior a la frecuencia de Nyquist. Es mas, se puede
probar que el uso de una frecuencia de muestreo superior a la minima exigible
tiene la ventaja de reducir el efecto de posibles errores de redondeo, es decir, que
produce un teorema mas estable que el teorema original. Por otra parte, como
veremos, si intentamos recuperar la sefial con una frecuencia de muestreo
inferior a la frecuencia de Nyquist, no tendremos éxito.

Este resultado fue demostrado independientemente por V. K. Kotelnikov en
1933 —por lo que en Rusia se le atribuy6 durante mucho tiempo— y, en 1948
fue introducido en el contexto de la ingenieria por C. Shannon, quien lo uso6 en
sus trabajos fundacionales sobre teoria de la informacion. Actualmente se
conoce como teorema del muestreo de Shannon-Whittaker-Kotelnikov. En
realidad, la lista de nombres que se le pueden asociar, con toda justicia, es
mucho mas larga y, de hecho, existen varios articulos dedicados a descifrar en
todos sus detalles la historia del descubrimiento de este teorema. Ademas,
existen muchas variaciones del resultado. Por ejemplo, se puede probar que la
misma formula que hemos expuesto aqui se satisface con distribuciones
temperadas cuya transformada de Fourier tiene soporte compacto. Es mas, si
pretendemos que el teorema sea ttil para aplicaciones en fisica e ingenieria, esta

version distribucional es imprescindible, pues las distribuciones temperadas



representan un caso lo bastante general como para que contenga cOmo casoS
particulares aquellas situaciones en las que el teorema requiere ser usado en la
practica. En efecto: la formula que describe la sintesis de f a partir de sus
muestras, tal como la hemos demostrado hace un momento, requiere que la
funcion f sea de energia finita, cosa que no sucede con las funciones sin2mkt,
cos2mkt, que tanta importancia tienen en las aplicaciones. Sin embargo, estas
funciones, vistas como funciones generalizadas, son distribuciones temperadas
con transformada de Fourier de soporte compacto y, por tanto, a ellas se les
puede aplicar el teorema del muestreo en su version distribucional. Otro caso al
que podemos aplicar el mismo argumento, incluso sin aludir a la férmula del
muestreo, ya que aun no habiamos probado que estas funciones se pueden
recuperar a partir de un conjunto discreto de muestras, es el caso de las
funciones casi periddicas de banda limitada.

Finalmente, si eliminamos la exigencia de tomar muestras uniformemente,
también hay una larga lista de resultados a los que podemos acudir. Ademas,
estos teoremas se pueden demostrar para sefiales que dependen de un nimero
finito de variables, y también existen resultados de este tipo en el mundo digital.

Quizas vale la pena citar aqui unas frases de Liike, quien en un articulo de
1999 comentaba: “[La historia del teorema del muestreo] revela un proceso que
aparece con frecuencia asociado a los problemas tedricos de la fisica y la
tecnologia: primero, los profesionales introducen una ‘regla de oro’ [en su
trabajo practico], entonces los tedricos desarrollan una solucién general del
problema en cuestion y, finalmente, alguien descubre que los matematicos
habian resuelto el problema matematico que hay oculto tras dicha propiedad

hace tiempo, pero en condiciones de completo aislamiento”.

El gran milagro: uso de la transformada rapida de Fourier

Una vez hemos asegurado que tomando muestras con suficiente frecuencia no se
produce pérdida de informacion, y si tenemos en cuenta, ademas, que se conocen

perfectamente las frecuencias maximas a las que trabaja el encéfalo, resulta



evidente que los sistemas de grabacion de EEG solo requieren tomar un nimero
limitado de muestras por segundo de la actividad eléctrica. Es decir, cada
electrodo de cualquier sistema de grabacion de EEG guarda su informacion en
forma de un tnico vector de muestras, el cual tendra con toda seguridad un
tamafio importante, pero no deja de ser un vector. En este contexto cabe, pues,
realizar el analisis de Fourier propio de los vectores, analisis que se resume, en
esencia, en el calculo de la dft de dicho vector. Obviamente, por motivos de
tamafio de los vectores, los algoritmos que se aplican constantemente en este
contexto son las “transformadas rapidas de Fourier”, que aceleran los calculos en
gran medida, pero el objeto que calculan es la dft, que tiene interés y significado
tedricos por si mismo. Nosotros no vamos a enredarnos en analisis de eficiencia
de los calculos, sino que preferimos enfatizar su significado fisico.

Sin embargo, hay que tener en cuenta que todo nuestro interés se centra en el
estudio de los EEG y que en relacion con ellos los analisis de frecuencias que

i

resultan relevantes no son aquellos que de manera natural aparecen en '~ sino
que lo son en términos de las frecuencias analégicas de las sefiales eléctricas que
hemos muestreado. La pregunta es, por tanto, ;hasta qué punto el uso de la dft de
los datos muestreados nos proporciona informacion fidedigna del
comportamiento frecuencial de estas sefiales cuando se consideran como sefiales
analogicas? Porque, ademas, los algoritmos en el mundo digital son, en
comparacion con los calculos correspondientes en el mundo anal6gico, mucho
mas simples y, por tanto, no podemos renunciar de ningun modo a hacer estos
calculos con la dft. De hecho, la mayor parte de las veces resulta imposible
realizar los calculos con funciones ordinarias en el mundo anal6gico y, sin
embargo, jla dft siempre se puede calcular! Que la dft se pueda utilizar para
estos fines es, ciertamente, un hecho maravilloso y afortunado, del que la
comunidad cientifica deberia alegrarse y regocijarse cada dia. jEs la mayor de
las suertes y nosotros vamos a aprovecharnos de ello! En los siguientes parrafos

vamos a esbozar algunas de las razones que explican por qué (y como) podemos



usar la dft en las aplicaciones.

MUNDO ANALOGICO

MUNDO DIGITAL

Para empezar, debe quedar claro que si no tocamos para nada la dft del vector
de muestras, entonces esta, por si misma, mostrard un aspecto raro cuando se
intenta interpretar en términos de frecuencias analogicas. Sera un objeto extrafio
y, hasta cierto punto, ininteligible. No tendra (aparentemente) nada que ver con
lo que seria una interpretacion natural de la sefial analdgica, tal como la
conocemos. Nos dara la impresion de que el “analisis de Fourier en dimension
finita” es algo completamente diferente del “analisis de Fourier clasico” (que si
se corresponde estrechamente con conceptos de la fisica y si sabemos como
interpretar) y, por tanto, inttil en cuanto a su uso para aplicaciones “reales”.
Afortunadamente, esta impresion inicial es solo apariencia. Ahora bien, es
necesario familiarizarse con un conjunto de técnicas y herramientas que nos van

a permitir realizar el paso deseado, que no es otro sino interpretar



adecuadamente, en términos analégicos, los calculos que se realizan en el mundo
digital.

Veamos algunos de los aspectos que debemos tener en cuenta. Por
simplicidad, restringimos nuestra atencion al caso unidimensional, pero este tipo
de problemas, asi como las técnicas que ayudan a resolverlos, se dan también en
el caso multidimensional. Los problemas a los que debemos enfrentarnos son, en

lineas generales, los siguientes:

e Reorganizacion de las salidas y de las entradas

e Reescalado de los ejes para entradas y salidas

e Problemas relacionados con el muestreo (aliasing) y con la finitud
(leakage) de la sefal.

Al calcular la dft de un vector, tipicamente consideramos que este proviene de
tomar muestras de una cierta sefial analogica x(t) (y, de hecho, tal es el caso con
los datos recogidos por cada electrodo en la grabacion de los EEG) Es decir,
nuestro vector es de la forma x=(x,,x,,...,Xy.;) con x,=x(kT) para cierto periodo
de muestreo T>0 y para k=0,1,...,N-1. Entonces, la dft del vector x contiene la
informacioén en frecuencias del mismo, desde el punto de vista del analisis de
Fourier en dimension finita. Lo interesante es que dicho vector jtambién
contiene la informacioén en frecuencias analdgicas de la sefial original! Sin
embargo, la identificacion de estas frecuencias no es trivial. Una primera razon
es que ellas no aparecen ordenadas del modo convencional. Si y=dft(x)=(y,,
..Yn.)> Tesulta que y, representa la frecuencia cero, que es la componente de
corriente continua de la sefial, si esta se interpreta en términos de transmision
eléctrica. Las frecuencias y,, para k=1,2,...,N/2-1 son, en efecto, las componentes
frecuenciales primera (que denotamos por f, y que se corresponde con la
frecuencia fundamental de la sefial, es decir, la frecuencia mas baja que
interviene en la descripcién de la sefial, y que tiene la propiedad de que el resto

de frecuencias son multiplos suyos), segunda (es decir, 2f,), tercera (esto es, 3f,),



etc. Pero a partir del valor N/2, las frecuencias aparecen invertidas y se
corresponden con componentes frecuenciales negativas. Concretamente, y, , se
corresponde con la frecuencia —f; y, en general, y,, se corresponde con la
frecuencia —kf, para k=1,2,...,N/2. Aqui estamos suponiendo que N es par, lo
cual no implica una restriccion severa en ningun caso de interés.

Si tenemos lo anterior en consideracion, resulta natural que, a la hora de
representar graficamente la dft, es necesario que los datos se reorganicen
intercambiando la primera mitad del intervalo con su segunda mitad
simplemente deslizando la primera mitad hacia la derecha y la segunda mitad
hacia la izquierda. El centro del nuevo intervalo se correspondera con la
frecuencia cero, las frecuencias negativas estaran a su izquierda y las positivas a
su derecha.

A veces es también necesario reorganizar los datos contenidos en el propio
vector de entrada, al cual se le va a calcular la dft. Esto es asi también por
motivos relacionados con la geometria de la definicién de la dft. Cuando se
define la dft del vector x se supone que x,=x(kT) para k=0,1,...,N-1. Por tanto, si
se han tomado las muestras de otra forma (por ejemplo, si hemos tomado
muestras en un intervalo simétrico respecto del origen), entonces sera necesario
reorganizar los datos contenidos en el vector x para que estos verifiquen la
ecuacion anterior. En estos casos es, pues, deseable realizar una reorganizacion
previa del vector x antes de calcular su dft, si queremos que luego esta represente
de forma aproximada el comportamiento en frecuencias de la sefial analogica
original.

Ademas, al realizar el escalado de los ejes, debemos tener en cuenta la forma
en la que se ha hecho el muestreo.

Por ejemplo, no pintamos el valor x, sobre la abscisa de valor k sino sobre la
abscisa cuyo valor es kT. Y, en el caso de la dft, debemos conocer el valor de la
frecuencia fundamental f,. Hay varias formas de deducir dicho valor. Veamos

una: Si hemos tomado muestras con periodo de muestreo T, entonces la



frecuencia de muestreo usada es f=1/T, la cual, por el teorema del muestreo,
debe ser al menos el doble que la frecuencia maxima que interviene en la seiial.
Por tanto, dando la vuelta al argumento, se concluye que con esta frecuencia de
muestro no podremos obtener informacion sobre las posibles frecuencias que
intervienen en la sefial para frecuencias superiores a 1/(2T) y que, si la sefial
analdgica original contiene estas frecuencias, entonces los datos proporcionados
por su version digital solo seran utiles para recuperar un alias de la seiial
original. De hecho, la dft nos proporciona informaciéon sobre las frecuencias
entre —1/(2T) y 1/(2T) y, como solo disponemos de N valores, los cuales
representan muestras equiespaciadas de la transformada de Fourier analégica,
resulta que la frecuencia fundamental debemos situarla en f,=1/(NT). Por tanto,
los valores de la dft se deben representar entre los puntos —(N/2)f,=-1/(2T) y
(N2)f,=1/(2T). Ademas, los valores y, de la dft deben escalarse multiplicando
por el periodo de muestreo T.

A pesar de que todos los cambios propuestos anteriormente proporcionan, en
efecto, un valor de la dft que aproxima bastante bien al valor real de la
transformada de Fourier analdgica de la sefial original, existen sin embargo
algunas limitaciones en los calculos, vinculadas a la propia naturaleza de la dft.
En particular, al tomar muestras con cierta frecuencia de muestreo fijada de
antemano, como hemos advertido insistentemente, se limita el espectro de
frecuencias que podemos describir. Si la sefial no es de banda limitada o si lo es,
pero tomamos una frecuencia de muestreo inferior a la frecuencia de Nyquist,
entonces no podremos recuperar la sefial original sino solo una aproximacion de
la misma. Este fendmeno recibe el nombre de aliasing. Por otra parte, atin en el
caso de que nuestra sefial original sea de banda limitada, y que hayamos
muestreado con la frecuencia exigida por el teorema del muestreo analdgico, este
nos pide un conjunto infinito de muestras equiespaciadas, algo que ciertamente
nunca podremos satisfacer. Por tanto, la naturaleza finita de los calculos que se

pueden realizar implica la aparicion de un cierto desajuste en los resultados, que



recibe el nombre de derramamiento espectral, manchado espectral, o leakage y

es imposible evitar.
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El fenémeno de aliasing se puede controlar esencialmente de dos modos: bien
incrementamos la frecuencia de muestreo, acercandonos lo maximo posible a la
frecuencia de Nyquist, o bien filtramos la sefial original con un filtro paso bajo
que se adapte a nuestra velocidad de muestreo, y muestreamos la sefial filtrada.
Obviamente, ambas técnicas se pueden combinar. Aun asi, es importante
recordar que, en la grabacion de los EEG, se toman siempre las sefiales con
sobremuestreo. De hecho, lo habitual es muestrear al menos a 250 Hz, y se esta
imponiendo hacerlo a 500 Hz o 1.000 Hz. En algunos casos se usan frecuencias
de hasta 2.000 Hz. Existen poderosas razones para realizar el sobremuestreo. A
nosotros nos interesa sobremuestrear porque de esta forma se aumenta el

cociente sefial-ruido SNR, que es una medida estandar de la calidad de la sefial y



se calcula dividiendo la energia de la sefial limpia por la energia del ruido
introducido. Obviamente, a mayor cociente SNR, mejor calidad de la sefial. El
sobremuestreo también permite una mejor estimacion de la actividad en altas
frecuencias. En particular, si queremos tener seguridad de que la dft del vector
de muestras sea representativa del comportamiento en frecuencias de la sefial
original, el sobremuestreo es, excepto en contadas excepciones, imprescindible.
El derramamiento espectral se debe a que, al imponer un nimero finito de
muestras, sustituimos la sefial a la que se podria aplicar el teorema del muestreo
por la que resulta de multiplicar la sefial original por una funcién del tipo
w(t)=rect(t/R), donde rect(t)=1 para 0 < t <1 y rect(t)=0 en el resto de casos.
Esto puede producir, por tanto, la aparicion de una discontinuidad de salto entre
el principio y el final de la sefial que vamos a muestrear, provocando que
aparezcan, en el dominio de la frecuencia, componentes de altas frecuencias que
antes no estaban presentes. Es mas, si tenemos en cuenta el principio de
incertidumbre (que exponemos mas adelante), incluso en el caso de que no
aparezcan discontinuidades, la nueva sefial que estamos muestreando no puede
ser de banda limitada, pues esta limitada en el dominio del tiempo. De hecho, en
el dominio de la frecuencia, el efecto del truncamiento es, gracias a la
descripcion anterior y al teorema de convolucion, el resultado de convolucionar
la transformada de Fourier de la sefial original con la transformada de Fourier de
w(t), que es la sefial W(u)=sin(nRu)/(mu). Esta convolucién puede causar
problemas de dos tipos, esencialmente. Puede suavizar y extender la sefial,
sin(=u)
debido al 16bulo principal de la sefial seno cardinal (es decir, la funcion =t ),
y también puede que, como consecuencia de la convolucién con los l6bulos
menores de la funcién seno cardinal, se formen oscilaciones en altas frecuencias,
que iran decayendo con el paso del tiempo (este fendmeno se llama rizado). Si la
transformada de Fourier de la sefial original es suave y no contiene impulsos,
entonces el derramamiento espectral sera minimo y, en muchos casos, resultara

casi imperceptible. Sin embargo, si esta es una sefial que contiene impulsos (en



otras palabras, si la sefial original es periddica o casi periddica), entonces los
efectos del derramamiento espectral se haran patentes.

Existen dos situaciones en las que el derramamiento espectral no se produce.
En primer lugar, si la sefial x(t) es de duracion finita y su soporte esta contenido
en el soporte de la funcion w(t)=rect(t/R), entonces al multiplicar ambas
funciones no se produce cambio alguno. El otro caso que no da problemas es
cuando x(t) es periodica y la longitud R de la ventana definida por w(t)=rect(t/R)
es un multiplo entero del periodo de x(t). En el resto de casos, el derramamiento
espectral es inevitable, y lo unico que podemos hacer es reducir su efecto lo
maximo posible.

Para lograr esto existen dos técnicas que, como en el caso del aliasing, pueden
combinarse entre si. La primera es aumentar el tamafio de R, lo cual nos obliga a
tomar muestras de la sefial en un rango mas amplio, y tiene como consecuencia
que el primer 16bulo de la funcién seno cardinal se estrecha —esto provoca que
la convolucion contra ella se parezca cada vez mas a la convolucion contra un
impulso, que nos recupera la sefial original— y los siguientes ldbulos
disminuyen de tamafio muy rapidamente —Ilo cual tiene el efecto de disminuir
drasticamente el tamafio de las oscilaciones en altas frecuencias—. Otra técnica
que se suele utilizar es el llamado estrechamiento espectral, que consiste en
multiplicar la funcién original x(t) por una funciéon (que llamamos “ventana”)
v(t) cuyo soporte esté contenido en [0,R], que tome valores cercanos a 1 en la
mayor parte del soporte, y luego decaiga con la mayor suavidad posible. En otras
palabras, se trata de sustituir la ventana w(t)=rect(t/R) por otra mas suave (sin
discontinuidades) que tenga el mismo soporte. El precio a pagar es que algunas
de las muestras que se toman cerca del borde del intervalo [0,R] se veran
perturbadas, pero la ganancia en el dominio de la frecuencia puede ser enorme,
haciendo que casi desaparezcan las ondulaciones en altas frecuencias y, aun asi,
se respete bastante bien el comportamiento espectral de la sefial en bajas
frecuencias. De todas formas, se paga el precio de perder resolucion espectral, es

decir, se pierde cierta capacidad de distinguir el comportamiento en frecuencias



cuando estas estan excesivamente cerca unas de otras. Existen numerosas
ventanas que se utilizan para el estrechamiento espectral, dependiendo del
contexto en el que se trabaje, y existe también bastante literatura dedicada a
describir las ventajas e inconvenientes de cada una de ellas. Estas ventanas
suelen estar implementadas en el software cientifico que se utiliza en las distintas
aplicaciones existentes.

A partir de ahora vamos a interpretar, cuando hablamos de la dft de un vector
de muestras x (tomado por ejemplo de las mediciones en un electrodo del EEG),
que hemos calculado la informacion espectral analdgica de la sefial original

siguiendo los criterios introducidos en esta seccion.

Incertidumbres. Analisis en tiempo-frecuencia

Las sefiales recogidas por cada uno de los electrodos de un electroencefalograma
no encajan a la perfeccion con ninguno de los modelos clasicos de aplicacion del
analisis de Fourier, pues no son periddicas ni tampoco decaen en el infinito. De
hecho, ni siquiera tiene sentido pensar en ellas como sefiales que se extienden
infinitamente en el tiempo. Sin embargo, si es cierto que presentan oscilaciones
ritmicas, y, aunque dicho ritmo puede variar con el tiempo, este resulta relevante
desde un punto de vista fisiol6gico y biomédico. Podriamos decir que el analisis
de Fourier se puede aplicar a sefales estacionarias, que son aquellas cuyo
contenido en frecuencias no varia con el paso del tiempo y, en particular, cada
una de sus componentes frecuenciales esta presente en todo instante. Las sefiales
cuyo contenido en frecuencias depende del tiempo se llaman no estacionarias.
Aun asi, resulta tentador aplicar el analisis de Fourier para el estudio de sefiales
no estacionarias. ;Cuando es esto posible y de qué modo se puede proceder?
Vamos a mostrar lo que sucede al aplicar la dft al vector de muestras de una
seflal no estacionaria para algunos casos-tipo, que se corresponden con
situaciones que, en efecto, podemos encontrarnos en el analisis del EEG. El
primer caso que consideramos es una sefial cuyo comportamiento en frecuencias

varia con el tiempo: la sefial oscila con frecuencias diferentes, bien definidas, en



diferentes intervalos temporales, también bien definidos. Consideramos también
el caso de una sefial periddica que resulta de la superposicion de varios

armonicos puros, a la que se le ha sumado ruido aleatorio.

Figura 8
Varios ejemplos de senales muestradas y las amplitudes de sus dft.
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Como se ve, la dft capta en ambos casos cuales son las frecuencias

fundamentales que intervienen en la sefial (en este caso, 3, 6, 12 y 30 Hz) pero



no proporciona informacion sobre su localizacion temporal y, ademas, aparecen
otras frecuencias que, si no conocemos la sefial original, podrian interpretarse
como ruido o como altas frecuencias. El siguiente caso que consideramos es una
seflal cuya frecuencia de oscilacién es la misma (3 Hz) a lo largo del tiempo,
pero produce oscilaciones cuya amplitud va en aumento conforme pasa el
tiempo (analogamente, podriamos considerar el caso en el que la amplitud de las

frecuencias decrece con el transcurso del tiempo).
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Obviamente, la dft capta que la frecuencia principal es 3 Hz, pero incluye
muchas otras frecuencias en torno a ella, y el aspecto del grafico resultante no da
excesivas pistas sobre el comportamiento en frecuencias de la sefial original.
Otro caso es el de una sefial que aumenta su frecuencia de vibracion de forma
progresiva, manteniéndose constante la amplitud maxima de las oscilaciones (es
decir, no se produce un salto repentino en el cambio de las frecuencias sino que
estas van en aumento progresivo).
Nuevamente, se observa que la dft no es especialmente util para interpretar el

comportamiento en frecuencias de este tipo de sefiales, pues su representacion



grafica no nos informa sobre el crecimiento gradual de las frecuencias (es decir,
revela que existen frecuencias presentes, con similar amplitud, en un amplio
rango de frecuencias, pero no nos dice absolutamente nada sobre su localizacion
temporal (podrian estar todas ellas presentes todo el tiempo que dura la sefial) y,
ademas, aparecen otras frecuencias por encima y por debajo de las que realmente
intervienen en la sefial, y no queda claro si estas se pueden interpretar como

ruido.
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Existen, ademas, sefiales a las que no podemos aplicar el analisis de Fourier
clasico a pesar de que son estacionarias. Un ejemplo de ello son las sefiales casi
periodicas, es decir, aquellas que resultan de la superposicion de varias sefiales
periodicas con al menos dos de ellas con periodos cuyo cociente es un nimero
irracional.

Afortunadamente, disponemos de técnicas apropiadas para el estudio de
seflales no estacionarias. De particular importancia son el analisis de Fourier

enventanado y la teoria de ondiculas. Las ideas que conducen a estas teorias son



relativamente sencillas. Multiplicamos la sefial original f(t) por una funcion
w(t-t,), que representa una “ventana centrada en el punto t,”, la cual se anula (o
toma un valor verdaderamente despreciable, infimo) fuera de un cierto intervalo
(conocido) centrado en t, y esta cerca del valor 1 en la mayor parte de dicho
intervalo. Asi, cuando calculamos la transformada de Fourier del producto
f()w(t-t,) lo que hacemos es concentrar nuestra atencién sobre el
comportamiento en frecuencias de la sefial f(t) en un pequefio entorno del punto
t,, Obviamente, se trata de la misma técnica que hemos descrito cuando
hablamos de estrechamiento espectral. En otras palabras, dicha transformada nos
dice qué frecuencias explican el comportamiento de la sefial cerca de t,. Se
supone que esto lo podremos hacer si la sefial bajo consideracion es estacionaria
en el trozo de intervalo donde la ventana no se anula, que debe ser lo bastante
pequefio como para garantizar este hecho, pero lo bastante grande como para
detectar las oscilaciones de f. Formalmente, estariamos considerando la funcion

de dos variables:

SF()t, &)= Ffewle -t ))(E) == flEIw(t-t))e™ " de,
que recibe el nombre de transformada de Fourier enventanada de la sefial f.
Supongamos que estamos interesados en conocer qué frecuencias intervienen
en la descripcion de nuestra sefial en cada instante de tiempo. Con esta idea en

mente, podemos dibujar en el plano tiempo-frecuencia el maédulo de

SH)EE) , dando lugar a lo que se denomina un espectograma de f. A cada
punto (0 5,)
| SFIE,.E)

claro pintamos el punto.

del plano se le asigna un nivel de gris que refleja la amplitud de
. Asignamos al valor 0 el color negro y, a mayor amplitud, mas
Por supuesto, al igual que sucedia con el analisis en frecuencia de las sefiales

analogicas, estos calculos no se pueden hacer, en general, por la sencilla razon de

que la transformada de Fourier es un objeto muy dificil de calcular. Ahora bien,



la misma filosofia de trabajo que hemos seguido anteriormente, digitalizando
nuestras sefiales y realizando un analisis de Fourier en el mundo digital, estos
calculos se pueden realizar con la dft del vector de muestras sin ninguna
dificultad, y ellos son en efecto representativos de lo que sucede en el mundo
analogico. Por ejemplo, si hacemos estos calculos con la sefial que consideramos
anteriormente, la cual oscilaba con unas frecuencias bien definidas (de 3, 6, 12 y
30 Hz) en diferentes intervalos de tiempo, obtenemos un grafico que, ahora si,

refleja con claridad el comportamiento en tiempo-frecuencia de la sefial.
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De todas formas, también se observa cierta dificultad, reflejada en el grosor de
las lineas blancas que aparecen en la figura, asi como en la aparente separacion
temporal entre unas lineas y otras, que nos impide ser precisos en la definicion
exacta de las frecuencias implicadas, asi como en su localizacion temporal
exacta. Esto se hace mas nitido en la siguiente figura, donde se han hecho los

sin[ﬁrzj
calculos con la sefial 3 7, cuyo comportamiento en frecuencias varia

gradualmente con el tiempo, y hemos realizado el analisis en tiempo-frecuencia



con la transformada de Fourier enventanada con una ventana (digital) de

Hamming,

w(n)= %{1 —COS

2=n
N-1

)

5

para diferentes tamafios temporales N de la ventana. Concretamente, se toman
los valores N=150,250,350,600 (de arriba abajo, de izquierda a derecha).

Frecusncia

Frecuencia

Tiempo

I

(I

l

““II | LI DL

|

Frecuencia

Tiempo

La razon principal por la que el analisis en tiempo-frecuencia no se puede

realizar sin introducir ambigiiedades es el famoso principio de incertidumbre.



Este principio tiene especial relevancia en fisica de particulas e incluso en
filosofia de la fisica. En matematicas, sin embargo, se resume en establecer
cierta desigualdad para la transformada de Fourier que, ademas, no es

especialmente complicada. Concretamente, se trata de demostrar la desigualdad

_ 1
A fA F(f)z— . . e : ~
4 para toda sefial de energia finita f, donde, si x(t) es una sefial de

energia finita,
[ le~a)x(e)F ar
| ()P de

representa una medida de lo concentrada que esta la sefial x(t) en torno al punto

_‘uﬁx =

a. En efecto, si x(t)es muy pequefio para los valores de t que se alejan un poco de

. = |(t-a)x(t)[ dt X
a, entonces el factor (t—a)?, hace que la integral = sea pequefia

£

= () dt

en comparacion a la integral — y, por tanto, A x sera pequefio. Por
otra parte, si la sefial x esta dispersa lejos de a (es decir, si contiene, para valores

de t alejados de a, informacion relevante para su energia, que se computa con la

= k(P dt

integral ), entonces el factor (t-a)® hace que la integral

: (6 dt

= It -a)x(t)[ dt . . =
= sea grande en comparacion a la integral — y, por

— 1
, _ A A FA2—
tanto, A x sera grande. La desigualdad =~ ™ 4 significa, por tanto, que

fijados un valor cualquiera t, del tiempo y un valor cualquiera &, de la

frecuencia, es imposible que la sefial f mantenga concentrada la mayor parte de

) : . . F
su energla en torno a t, y, simultaneamente, su transformada de Fourier (f)
mantenga su energia concentrada en torno a la frecuencia §,. En otras palabras:
es imposible localizar con precision infinita la sefial simultaneamente en el

dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia. {No parece tan profundo, pero



si lo es!

El efecto que tiene el Principio de Incertidumbre en el analisis de Fourier

wi(t : : .
enventanado, es que la ventana (£) determina el nivel de resolucion dentro del

AW
cual podemos interpretar los resultados. Concretamente, los valores " 'y

A, F(w)
“i determinan el tamafio de una caja, centrada en el punto (t,¢,), con la

propiedad de que la transformada enventanada SHS) es capaz de distinguir

dos componentes frecuenciales de la sefial que tengan presencia en el intervalo
t.TA w/2 A, F(w)

[

temporal “u si estan separadas por un valor superior a = ,

pero podria no distinguirlas en otro caso. En resumidas cuentas, en la caja
W A, F(w)

L [

centrada en (¢,,¢,) de base Tt y altura = se resume la informacion en
tiempo-frecuencia que podemos precisar para f en torno a (¢,,5,).

Aunque la transformada de Fourier enventanada implica un avance
significativo respecto del analisis de Fourier clasico, aun persiste el problema de
que los niveles de resolucion fijados por cualquier ventana son los mismos en
todo punto del plano tiempo-frecuencia, y esto podria no ser deseable para el
estudio de algunas sefiales que contengan informacion en frecuencias en rangos
muy diversos, y que esté presente en diferentes intervalos de tiempo. La teoria
~2=k e

] - vit—t Je
de ondiculas resuelve este problema al sustituir el producto w(t 2 Je

SF(IEE)

que

aparece en la definicion de por una funcién (ondicula) del tipo

1 t-b
)

P t)=—=0(
que determina niveles de resolucién diferentes en funcion del

W

valor a>0 (PR nos informa sobre la localizacién temporal del andlisis) y,
simultaneamente, permite una cierta interpretacion en términos de frecuencias.
Concretamente, se asume que la funcion ¢, que llamamos “ondicula madre”, es

una sefial absolutamente integrable y de energia finita. Es mas, se suele imponer



| p)yde=0 [ pe)Fde=1

que ¥ y *- . Esta funcion debe oscilar con una
frecuencia baja (en torno a 1 o 2 Hz) y debe estar temporalmente concentrada en
torno a t=0 (de modo que lejos de este punto se anule o tenga un valor
despreciable). Al considerar las versiones rescaladas y trasladadas ¢, ,(t), el valor
de a nos informara sobre su contenido en frecuencias y el valor de b sobre su
localizacion temporal.

La transformada correspondiente es, entonces,
WT(f)@b)=[" fitp,, (Xt

Hay muchas posibilidades para elegir ondiculas. Un ejemplo especialmente

importante para el estudio de los EEG es la familia de ondiculas de Morlet, cuya

ondicula madre, que depende de dos parametros, esta dada por

e 1
M_, (t)=ee

S

Aplicaciones al EEG

Sabemos que es importante conocer los diferentes ritmos a los que oscila el
EEG, pues se trata de una informaciéon que tiene significado neurofisiologico.
También sabemos que la dft se puede utilizar para detectar dichos ritmos. Por
tanto, seria conveniente explicar, muy brevemente, como se mide la actividad en
cada una de las bandas de frecuencias, asi como los algoritmos que permiten
calcular algunos neuromarcadores, como la energia acumulada en una banda de
frecuencias dada, o el cociente de Monastra Ry, que son frecuentemente
utilizados en neuropsicologia.

Si x representa el vector de muestras de uno de los electrodos del EEG, su dft
nos informa sobre el contenido en frecuencias (analogicas) del potencial
analégico original —del cual x se construye tomando muestras—. Por tanto, si

nos interesa conocer la energia E,; acumulada en una banda de frecuencias



concreta B, lo tnico que tenemos que hacer es calcular la energia (es decir, el
cuadrado de la norma Euclidea usual) del vector que resulta de tomar de la dft de
x solamente los coeficientes correspondientes a las frecuencias que pertenecen a
nuestra banda de frecuencias, haciendo 0 el resto. Este calculo se puede realizar
también del siguiente modo: se divide el intervalo temporal en épocas del mismo
tamafio (por ejemplo, para el caso de mediciones realizadas sobre la actividad
EEG espontanea una buena eleccion es imponer épocas de 2 segundos de
duracion, pero el tamafio de las épocas dependera del estudio que estemos
realizando). En cada época se calculan la dft y, tal como hemos dicho antes, la
energia asociada a la banda de frecuencias elegida. Finalmente se promedian
dichas energias, y ese es nuestro nuevo valor para la energia E de la sefial en la
banda B. Este modo de hallar el valor E; es mas estable (y mas fiable) que el
anterior y es, a todas luces, mejor que simplemente seleccionar un intervalo
temporal concreto y hacer las cuentas para dicho intervalo (algo que algunos
profesionales hacen, pero uno podria preguntarse entonces cuales son los
criterios para elegir un intervalo temporal frente a otro y cémo se pueden
comparar los datos de los distintos estudios si esta eleccion es aleatoria. Aun asi,
obviamente, a veces es interesante seleccionar intervalos concretos porque ellos
definen una situacion especial, que influye en el EEG. Por ejemplo, no es lo
mismo medir la actividad a espontanea con los ojos cerrados que con los ojos
abiertos, y podria ser importante medirla por separado en ambas circunstancias).
Una vez ha quedado esto claro, el calculo del cociente R, se hace simplemente
calculando la energia en la banda theta, E,, la energia en la banda beta, E, y
dividiendo Ry, = Ey/E,.

En aplicaciones que requieran usar altas frecuencias, es conveniente realizar
analisis en tiempo-frecuencia. Ademas, dicho analisis permite responder a
preguntas relacionadas con la cantidad de tiempo en que cada electrodo vibra en
cada banda de frecuencias, que es también un parametro significativo para

estudios neurocognitivos. Otro aspecto interesante es crear, para una frecuencia



determinada, un mapa topografico de la cabeza que revele qué regiones han
mostrado mayor (o menor) actividad en dicha frecuencia, durante el proceso de
grabacion del EEG (de modo que, por ejemplo, podamos determinar en qué
zonas del encéfalo ha sido mayor la actividad « y utilizar dicha informacién en
nuestro estudio). Esto se hace calculando la dft de las sefiales registradas por
todos los electrodos y, una vez seleccionada la frecuencia de interés, anotando
sobre cada electrodo su contribucién en dicha frecuencia concreta, informacion
que luego se utiliza del modo habitual para dibujar el correspondiente mapa
topografico, el cual incluye el trazado de las curvas de nivel que definen dichas
contribuciones sobre los distintos electrodos (véase el capitulo 3 para una
explicacion mas detallada de los mapas topograficos, en otro contexto). También
es frecuente, en muchos estudios, incluir la informaciéon espectral de los
potenciales evocados o de sus componentes ICA (este concepto se introduce

también en el proximo capitulo).



CAPITULO 3
Separacion de fuentes y eliminacion

de artefactos

Separacion ciega de fuentes

Imagina que estas dando un agradable paseo por el campo, cerca de un rio.
Puedes escuchar el murmullo del agua. Pero también te llegan otros sonidos.
Una moto que, a lo lejos, emite su estruendo de metal, un jilguero que canta
hermosamente, tu acompafiante que habla entre silencio y silencio. Tu cerebro es
capaz de percibir estos distintos sonidos y, lo que es verdaderamente asombroso,
los identifica y, si te concentras, puede aislarlos, separarlos. ;Cémo hace esto?
¢Existe un mecanismo “automatico” que separa las distintas fuentes sonoras?
¢Es el oido capaz de algo asi?

Como sabemos, la propagacion de ondas sonoras se rige, entre otras cosas,
por el llamado principio de superposicion. Cada sonido se puede representar con
una seflal que varia con el tiempo, y los distintos sonidos se superponen, se
suman. Percibimos una suma de contribuciones que provienen de fuentes
diferentes. El analisis de Fourier se basa precisamente en este principio acustico.
Como hemos tenido ocasion de comentar, ya en tiempos de D. Bernoulli se
esgrimio el argumento de la superposicion de frecuencias distintas para
garantizar que cualquier sonido y, de hecho, cualquier funcion periodica, se
puede descomponer como suma (posiblemente infinita) de armonicos puros.

El problema propuesto aqui es, sin embargo, mas complejo, puesto que no
deseamos descomponer nuestra sefial en armonicos puros sino que pretendemos
separar las distintas fuentes sonoras tal como las percibimos. Queremos aislar el

canto del jilguero y este con toda seguridad compartira frecuencias con el sonido



del agua, incluso con la moto. Queremos separar sonidos que, para nosotros,
tienen un significado preciso, y estos sonidos son complejos: involucran
frecuencias en una amplia parte del espectro sonoro y estas frecuencias son
utilizadas a la vez por las distintas fuentes sonoras que percibimos. Ademas, para
complicar las cosas, las frecuencias varian con el tiempo. La conclusion
inevitable es que el analisis de Fourier, por si solo, no basta para resolver esta
cuestion.

Si queremos responder al problema inicial, es decir, averiguar como se las
ingenia nuestro cerebro para separar las distintas fuentes sonoras, lo razonable es
argumentar que lo hemos entrenado, que responde a una experiencia acumulada.
Al nacer (e, incluso antes, durante la gestacion), somos capaces de percibir todo
tipo de sonidos. Lo que no sabemos, lo que debemos aprender, es interpretarlos.
Durante cierto tiempo, nos vemos obligados a prestar atencién a los sonidos que
percibimos para, con la experiencia, aprender a distinguir el silencio del sonido,
el lenguaje de la musica (u otros estimulos sonoros), lo que dice nuestra mama
de lo que dicen otras personas a nuestro alrededor, o el ladrido del perro, o la
television. Aprendemos a distinguir si en un momento determinado se dirigen a
nosotros o no, reconocer la cercania del emisor de un sonido, el volumen del
mismo, los diferentes tonos, etc. Toda esta informacion es acumulada y cuando
somos sometidos a nuevas experiencias, adquirimos la capacidad de
interpretarlas. No nacemos con el conocimiento intuitivo de lo que significan las
distintas expresiones (accion, adjetivo, nombre, etc.) Algo parecido se produce
con todos nuestros sentidos. Por ejemplo, es la experiencia acumulada la que nos
permite interpretar, con solo la vista, el estado de animo de otras personas.

La cuestion de la experiencia se traduce en ultima instancia en términos
estadisticos. Los ingenieros son capaces de disefiar maquinas que aprenden una
conducta determinada mediante el uso de inteligencia artificial, y un punto clave
para el éxito de este tipo de “inteligencia” (que no lo es obviamente, en sentido
estricto), es el entrenamiento estadistico. La pregunta es, por tanto, la siguiente:

;podemos disefar algun tipo de algoritmo que responda de forma instantanea al



problema de la separacion ciega de fuentes?

Si, como en el caso de las ondas de radio que llegan a nuestro aparato,
disponemos de cierta informacion adicional, como el hecho de que cada emisora
emite en un determinado espectro de frecuencias, y dichos espectros estan
separados, entonces obviamente el analisis de Fourier permite separar las
fuentes. Por eso podemos escuchar la radio y ver la television. Por eso se asignan
diferentes zonas del espectro electromagnético a los medios de comunicacion, a
la policia, al ejército, etc.

Ahora bien, si no disponemos de informacion adicional, o si esta no nos
confirma que existe cierta separacion entre los espectros de frecuencias
utilizados por las distintas fuentes, el analisis de Fourier, por si mismo, no basta.

Para afrontar esta cuestion, que tiene el nombre técnico de “problema de la
separacion ciega de fuentes”, es necesario que exista redundancia en la
informaciéon disponible. Por ejemplo, un mecanismo que permite obtener
informacion redundante consiste en colocar mas de un micréfono en la escena.
De este modo grabamos la misma sefial desde diferentes lugares y, por tanto,
sometida a pequefios cambios que nos informaran sobre el origen y forma de las
distintas fuentes implicadas. Se trata de algo muy parecido a lo que hacemos
constantemente con la vista. Tener dos ojos que estan colocados en sitios
distintos —pero cuya posicion conocemos— nos permite disponer de dos
imagenes distintas de la misma escena. Las imagenes son diferentes porque el
lugar desde el que mira cada ojo es distinto, y es precisamente esta diferencia la
que nos permite “ver” la profundidad. Es lo que conocemos como vision
estereografica. El mismo truco se utiliza para generar imagenes 3D en el cine. Y,
en el caso de nuestro sistema auditivo, tener dos oidos nos facilita reconocer la
procedencia de los distintos sonidos que percibimos porque, al ser finita —y, de
hecho, moderadamente baja— la velocidad de propagacion del sonido en el aire,
hay un ligero desfase en la recepcion del sonido entre un oido y el otro. Este
desfase dependera, por supuesto, del lugar de procedencia del sonido y, por

tanto, nos informa sobre este hecho particular.



En el caso del sonido grabado en una habitacion en la que se han colocado
distintos micr6fonos, la informacion que podemos desgranar va a depender,
evidentemente, del nimero de micr6fonos que usemos. A mayor nimero de
microfonos, tendremos mayor capacidad de discernimiento.

Una vez dispongamos de varios micréfonos registrando el sonido,
necesitamos formular matematicamente tanto la disposicion de los microéfonos
como los mecanismos fisicos que regulan la superposicion del sonido que
procede de las distintas fuentes sonoras presentes. ;Hay un unico modo valido
para describir esta superposicion? En otras palabras, antes de abordar el
problema de separar las fuentes, debemos concretar cuales son nuestras hipotesis
sobre el proceso de mezcla de las mismas.

En funcion del contexto en el que se trabaje, existen diversos mecanismos que
modelan bien este proceso de mezcla. Evidentemente, los algoritmos de
separacion de fuentes dependeran del modelo de mezcla que se haya impuesto.
En general, si disponemos de n observaciones realizadas por M sensores

(micréfonos), estas quedan recogidas en una matriz X del tipo

X =col[x(0),--,x(n-1)]= _ 2

-x__,ﬁ,[[]] ;A:M['lj ;}:M[H—'l}

Si asumimos que para la generacion de los datos registrados han intervenido N

fuentes s, i=1,2,...,N, estas se modelan con una matriz

s(0) s(1) - s(n-1)

S =col[s(0), --,s(n-1)]= .5"3[0] -'Sa[l:] -Sz[f]!—'l}

.sl_v_[E]] -Sl.v.[l] -E.'N[:H—'l]

y el proceso de mezcla de las fuentes se caracteriza con una matriz
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y una relacion del tipo xX(k)=Aos(k)+e(k), k=1,--n- l, donde x(k)
representa el valor registrado por los micréfonos (los electrodos en el caso de un
EEG), s(k) es el vector de valores de las fuentes, y e(k) es el ruido introducido en

(o]

el sistema, en el instante k. Finalmente, ° es la operacion de mezcla, cuya
naturaleza ultima dependera de nuestras hipotesis sobre el modelo. Por ejemplo,
si asumimos que se produce una mezcla instantanea, entonces ° representa el
producto usual de la matriz A (que recibe el nombre de matriz de mezclas) por el
vector columna s(k).

En realidad, existen esencialmente dos alternativas claramente diferenciadas
en el modelo de mezcla de fuentes: o bien la mezcla se produce de forma
instantanea, o bien esta toma en consideracion posibles retrasos en la transmision
de las distintas fuentes, retrasos que pueden venir determinados por las
diferentes posiciones relativas entre las fuentes y los sensores. Este tltimo caso
nos conduce a un modelo basado en convoluciones. Ademas, las ecuaciones
pueden complicarse ain mas si tenemos en consideracién las posibles
reverberaciones (o ecos) que puedan sufrir las sefiales emitidas por las distintas
fuentes. Afortunadamente, si nuestro modelo es convolutivo, la aplicacién de la
transformada de Fourier traduce las ecuaciones, en el dominio de la frecuencia, a
un modelo de mezclas instantaneas. De todas formas, es primordial recalcar que,
en el caso mas importante que nos ocupa, que es la separacion de fuentes a partir
de los datos de un electroencefalograma, esta bien consolidada la hipotesis de
mezclas instantaneas.

Si asumimos el modelo de mezclas instantaneas X=AS, los vectores fila de la
matriz de fuentes S seran las fuentes. Fijado uno de estos vectores, por ejemplo

5,=(5,(0),s,(1),...,5,(n—1)), el vector correspondiente a la fila k-ésima de S, la



columna k-ésima de la matriz A nos informara sobre los diferentes pesos con los
que esta fuente en concreto contribuye a los datos recogidos por los distintos
electrodos del EEG. En efecto, si x=(x,(0),...,x,(n-1)) representa los datos

grabados por el i-ésimo sensor (que estan recogidos en la fila i-ésima de X),

]

x(t)=* a,s,(t), t=01,--,n-1
entonces =l para y, por tanto, a;, representa la

contribucion de la fuente k-ésima s, al electrodo x; (en todo instante de tiempo ¢,
y para todo sensor x;). A la columna k-ésima de A se le asocia un mapa
topografico de la cabeza, que sirve para visualizar las contribuciones al EEG de
la componente s,. Este mapa se construye tras asignar, para cada valor i, el peso
a;, (tomado de la columna k-ésima de A) al electrodo x. La informacion
correspondiente se combina con un método de interpolacion (a elegir entre
numerosas posibilidades, incluyendo las interpolaciones bilineal y bictbica,
entre otras) que permite asignar un valor a cada uno de los pixeles que aparecen
en el topograma que se va a pintar. Sobre dicho topograma, es usual, ademas,
resaltar las curvas de nivel. Finalmente, el topograma se colorea de acuerdo a la
regla que determina que a mayor actividad (por ejemplo, cuanto mayor es el
valor absoluto numero correspondiente) pintamos mas oscuro, y a menor
actividad, mas claro. Si queremos tener en cuenta los signos, una opcion habitual
es asignar el color blanco al cero, colores amarillos y anaranjados, hasta un rojo
o incluso un morado fuerte, a los pesos positivos, y colores verdes y azulados,
hasta un azul marino intenso, a los pesos negativos. Para la interpretacion de la
escala de colores, se coloca una barra lateral que refleja numéricamente las
asociaciones que se han realizado. Una simple inspeccion visual del mapa revela
la zona del encéfalo en la que podemos situar la actividad eléctrica de la fuente
que estamos investigando.

Esta técnica de construir topogramas se puede usar para visualizar numerosos
aspectos del EEG y del ERP, tanto en tiempo como en frecuencia. Incluso

existen bases de datos estandarizadas de topogramas contra las que se pueden



contrastar los resultados obtenidos en cada paciente. En estos casos el topograma
suele representar la diferencia entre los datos del paciente y un topograma de
referencia normalizado, lo cual permite a menudo una interpretacion clinica muy

eficaz y facil de explicar.

Una vez hemos fijado el modelo de mezclas, el siguiente paso es, obviamente,
decidir mediante qué mecanismo se van a separar las fuentes. Es decir: ¢cual es
nuestra respuesta al problema de la separaciéon ciega de fuentes? Aqui existen
también varias alternativas, cada una de las cuales puede ser muy util en funcion
del contexto en el que nos encontremos.

De todas las posibles soluciones al problema de separaciéon ciega de fuentes,



en este texto centramos nuestra atencién solo en las dos técnicas que han tenido
mayor impacto cientifico en neurofisiologia, hasta la fecha. Se trata del analisis
de componentes principales y el analisis de componentes independientes (PCA e
ICA, respectivamente, en lo que sigue).

PCA

Supongamos que disponemos de M sensores y hemos tomado n muestras y sea
XeM, (R)

la correspondiente matriz de muestras. Esta matriz siempre

admite una descomposicién del tipo & =UEV:, donde ¥ es una matriz de

tamafio Mxn, cuyas Unicas entradas no nulas estan en la diagonal y vienen dadas

O =0 =0

por 7 20, =0,=2-=20 =0 >0,

y U,V son matrices cuadradas que

satisfacen, ademas, las relaciones de ortogonalidad UU'=1,,, VV'=I . Bajo estas

condiciones, decimos que & =UZV" es la descomposicién en valores singulares

de X (SVD, en lo sucesivo). Esta descomposicién se puede reescribir como

-

X=e ouv, _ 7 _ T
LGP U=collu, --u,] y V' =col[v, JL_“_].

En otras palabras, hemos probado que

X=collou, -oulfillv,v,,--v]=AS,

donde A=collou ,--,ou]

S=fillv,,v., V]

es nuestra matriz de mezclas 'y

representa la matriz de fuentes. En este caso, llamamos

t - +
2 2= ra

componentes principales de X a los vectores Vol b, y a la descomposicién
asi obtenida la llamamos descomposicion en componentes principales o PCA de
X.

Existen varios algoritmos que calculan la descomposicion en componentes
principales con exquisitas velocidad y precision. De hecho la SVD es uno de los
objetos matematicos “estrella” en el mundo del algebra lineal numérica, y ha

sido (y es) estudiada en profundidad a lo largo de las ultimas décadas. En



particular, la descomposicion en componentes principales se ha considerado
especialmente importante en numerosas aplicaciones porque tiene algunas

propiedades matematicas muy interesantes. Por ejemplo, se sabe que, para todo k
i
B:c = LT,_HIL’:
< r, la matriz =1 tiene rango < k y, entre todas las matrices B de
rango < k , minimiza { X — B {, donde { A { = SUD4iroq i Ax fz denota la norma

, , . IX-B l=c
Euclidea de la matriz A, verificAndose, ademas, la identidad k k1,

Aunque esta y otras propiedades relacionadas son razén mas que suficiente para
motivar el estudio matematico de la SVD y del PCA, lo cierto es que las fuentes
calculadas de este modo, a partir de la matriz de muestras X obtenida de un EEG,
no admiten una interpretacién fisioldgica clara. En particular, no es razonable
asumir que los vectores columna de la matriz de mezclas, que definen los
correspondientes mapas topograficos y dan, por tanto, cuenta del origen fisico de
las distintas fuentes, deban formar necesariamente conjuntos de vectores
ortogonales. Aun asi, el PCA se utiliza para el preprocesado de los datos, entre

otras cosas.
ICA

A mediados de la década de 1990 los neurobidlogos computacionales A. J. Bell
y T. J. Sejnowski introdujeron una nueva técnica de separacion de fuentes que,
desde un punto de vista fisiol6gico, esta mucho mas justificada que el PCA. Se
trata del analisis de componentes independientes o ICA. La idea es buscar
fuentes que, interpretadas como variables aleatorias, posean la propiedad de
explicar los datos y ser estadisticamente independientes.

En efecto, parece muy apropiado asumir que la informacion que proviene de
las distintas fuentes que generan los potenciales eléctricos recogidos en el EEG
actian de forma independiente. Diferentes redes neuronales se activan en
diferentes partes del encéfalo —que podemos considerar fijas a lo largo de la

grabacion del EEG— para dar respuesta a los estimulos que reciben, o por



iniciativa propia, y estas actian independientemente unas de otras. Estas son las
fuentes que nos gustaria ser capaces de localizar y describir. Ademas, la
informacion que provenga de artefactos debe considerarse también
estadisticamente independiente de la informacion que responde a la actividad del
encéfalo que, ciertamente, es lo que queremos medir.

En lo que queda de esta secciéon nos ocupamos de proporcionar la descripcion
formal del ICA en términos matematicos. En la proxima seccién explicaremos
como se aplica esta técnica para eliminar artefactos del EEG.

El punto de partida, como en muchos otros problemas en los que la teoria de
probabilidades interviene de forma significativa, es el llamado Teorema Central
del Limite. Dicho resultado afirma, en pocas e imprecisas palabras, que en
determinadas circunstancias, cuando se produce la suma de un elevado conjunto
de procesos aleatorios que son, ademas, estadisticamente independientes, el
resultado se acerca cada vez mas (cuando crece el nimero de sumandos) a un
proceso aleatorio gaussiano. Los matematicos dicen, para resumir la situacion,
que la suma de variables aleatorias independientes (e idénticamente distribuidas)
tiende a comportarse como una variable muy concreta, que recibe el nombre de
variable normal o gaussiana. Estas variables se rigen por la ley
PlaX= b]=%| e 2 dt,

vame© "t donde p y o? representan la media y la varianza de
la variable aleatoria X. El Teorema Central del Limite afirma que si tomamos

una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

)

S, =X,

N ir

X,, k=1,2,..., y consideramos la sucesion de sumas ~ *! , entonces, si p y 0
denotan la media y la varianza de las variables X,, la sucesion de variables
5,-N
E“ — "—_‘
aleatorias o converge a una variable aleatoria normal con media 0 y
varianza 1, cuando N tiende a infinito. Concretamente, son sus funciones

densidad de probabilidad las que convergen a la funcion densidad de



probabilidad de la normal de media O y varianza 1, que esta dada por

a2

Paony(€)= € : |

Es probable que algin lector se haya perdido justo en este momento. El
resultado parece demasiado técnico, ¢;no? Requiere usar numerosos conceptos
que aun no hemos introducido, como los de variable aleatoria, distribucion,
convergencia, media, varianza, funcion densidad de probabilidad, variable
aleatoria normal, independencia estadistica, etc. ;Qué es todo esto? Antes de
proseguir, vamos a describir brevemente cada uno de estos términos.

Cuando realizamos una experiencia cuyo resultado podemos medir pero no
predecir de forma completamente precisa, estamos en un contexto que debe ser
analizado desde el punto de vista de la probabilidad. Es decir, en este tipo de
situaciones interviene el azar. No podemos adelantar cual sera el resultado del
experimento. Lo que si podemos hacer, en muchos casos, es algin tipo de
afirmacion probabilistica. Por ejemplo, podemos decir cosas como: “Con
probabilidad superior a 1/2, el valor obtenido sera positivo”. De hecho, esto
resulta muy util en numerosas circunstancias, y la teoria de probabilidad es la
herramienta matematica encargada de manejar este tipo de situaciones. Es decir,
aunque parezca contradictorio, resulta que el azar tiene leyes y estas son,
ademas, de enorme utilidad practica.

Los voltajes que medimos en cada electrodo de un EEG son, en términos
generales, funciones que oscilan de manera azarosa. Esto no significa que no
respondan a razones precisas, sino que son el resultado de la suma de
muchisimos procesos diferentes, actuando simultaneamente. En estas
circunstancias es imposible predecir de forma determinista el valor que se
obtendra en un electrodo en un instante determinado y, por tanto, un enfoque
basado en el uso de probabilidades es necesario. Del mismo modo, resulta
imposible determinar a priori el valor de otros muchos parametros biologicos,
como el peso o la altura de una persona en funcion de su edad, sexo y régimen

alimenticio. Sin embargo, si podemos determinar ciertos intervalos en los que



dichos valores se van a situar en la mayoria de los sujetos, porque estas variables
tienen un comportamiento probabilistico conocido.

Podemos, por tanto, pensar en los potenciales eléctricos medidos por el EEG
como resultado de tomar muestras de los valores que se obtienen tras realizar un
experimento aleatorio repetidas veces, siempre el mismo experimento. Cuando
hacemos esto, decimos que estamos considerando una variable aleatoria (v.a.).
Cada electrodo define una v.a. y los valores obtenidos por un electrodo en un
EEG representan un conjunto de muestras de dicha v.a.

Si denotamos por X una v.a. concreta, ;como podemos estudiar su
comportamiento? Le asociamos una funcion, llamada distribucion de
probabilidad de la variable, que la define en términos probabilisticos. Se trata de
la funciéon F, (t) = P[ X <t ], donde P [ X <t ] denota la probabilidad de que, al
tomar una muestra de la variable aleatoria X, el valor obtenido sea inferior al
numero real t. Estas funciones nos proporcionan toda la informacion necesaria
para tratar con las variables aleatorias que las definen. Con su ayuda se pueden
hacer todo tipo de inferencias estadisticas y son, de hecho, una poderosa
herramienta de trabajo.

En la practica existen esencialmente dos tipos de variables aleatorias, que
estan perfectamente diferenciados: las variables continuas y las discretas.

Diremos que la variable aleatoria X es discreta si existe una sucesion
7
i

tal que la variable aleatoria solo puede tomar valores que pertenezcan a dicha

(posiblemente finita) de niameros , que llamaremos rango de la variable,

sucesion. Cuando esto es asi, la distribucion de probabilidad de la variable
FIX"t]l=® P[X= v.]
aleatoria X queda determinada por la expresion: Bt y, por

p,=p()=PX=y] k=172,

tanto, los nameros * * ¢ ", determinan con toda
precisién su comportamiento. Si la v.a. es continua, entonces la funcién de

distribuciéon F,(t) viene determinada tipicamente como una integral



F,(t)=P[X " t]== p,(s)ds

para cierta funcion positiva p,(t) que recibe el
nombre de funciéon densidad de probabilidad de X (fdp, en lo sucesivo). Por
supuesto, también existen variables mixtas y a veces es necesario considerar la
integral anterior en el sentido de la teoria de la medida. Finalmente, si
consideramos un vector (X,,...,X,) formado por v.a., este admite también una

descripcion probabilistica en términos similares al caso univariado. En

particular, si se trata de v.a. continuas, su fdp = “:*»} queda determinada por la
igualdad
P, "t X, t )= o @y (5000008, )ds, o ods,

Aunque hay infinidad de distribuciones de probabilidad, solo un reducido
grupo de ellas basta para estudiar la mayor parte de fenémenos aleatorios que
encontramos en la practica. De hecho, cada rama del saber tiene asociadas unas
pocas distribuciones de probabilidad cuyo conocimiento basta para entender
buena parte de los fenomenos que estudia. Las mas habituales son, entre las

discretas, las distribuciones binomial (definida por
N ¥ Nl -iak
P[Bin(N,p)=kK]= = p"(1-p) P[Poiss(A) = k]= =2
o ) y de Poisson (definida por kL,

En el caso de las v.a. continuas, las mas importantes son la normal (cuya fdp es

1 _nr_ 4
Py ()= & By )= ——
Vi=o" ), la uniforme (cuya fdp estd dada por " = b-a parat

€la,b]l 'y pyen®=0 para t ¢ [ab]) y la exponencial (cuya fdp es

(t)=2e" Doy (£)=0

Peiiy parat>0y para t > 0)

Dos v.a. X,Y se dicen independientes si para todo par de valores t,s EE‘,

P[X"tnY" s]= P[X" t]P[Y" s]

se

tiene que , lo cual significa, en términos
sencillos, que el valor que toma cualquiera de las v.a. no influye en el

correspondiente valor de la otra. Recuérdese que dos sucesos probabilisticos A,



B seran independientes si la probabilidad de que ambos se den es precisamente

P(ANB)=P(A)P(B)

el producto de las probabilidades de cada uno de ellos:
Por ejemplo, si lanzamos dos veces un dado (no trucado), la probabilidad de que
en el primer lanzamiento obtengamos 1 y en el segundo obtengamos 6 es 1/36=
(1/6)? porque el resultado del primer lanzamiento no condiciona para nada el
resultado del segundo lanzamiento (el dado no tiene memoria).

En el caso de que las v.a. X,Y sean continuas, su independencia se traduce en

By (L:8) =D, (E)p,(s)

que sus fdp satisfacen la relacion . En el caso de que las

v.a. sean discretas con rangos {x,} e {y,}, respectivamente, la independencia se

PIX=x AY=y J=PIX=xJPIV=¥.] | Gefinicién

traduce en la relacion
de v.a. independientes se extiende de manera obvia a cualquier numero finito de
variables.

Asociadas a una v.a. existen ciertas magnitudes que tienen interés porque
resumen, en un solo numero, algunos aspectos importantes de la variable. Las
mas importantes son la esperanza matematica y la varianza. Ademas, son
también de interés los llamados momentos de orden superior y, cuando hay
varias variables en juego, las correlaciones y covarianzas. El momento de orden

n es el valor

= t'p,(t)dt si X continua
o y P[X=y] siX discretaconrango {y:r};=l

Cuando n=1, E(X) se llama esperanza, valor esperado, o valor medio de X. La

V(X)=E((X-E(X)))=E(X*)-E(X)

varianza de X es . La covarianza de dos v.a.

X,Y es coVIX.V)=E(XY)-E(X)E(Y) y representa una medida de “correlacién”

¥ ¥

: : X X . :
entre ambas variables. Silas v.a. ! m son independientes, entonces

cov(X X )= E[Xi_XJ__] —E(X)E(X )=0 siemprequei ! j,



es decir, las v.a. no estan correlacionadas. El enunciado inverso no es cierto: la
independencia es mucho mas exigente que la ausencia de correlacion. Otra
medida que es especialmente importante para nuestros intereses, es la curtosis,
i E((X-E(X))
K(X) = [ [E ) 5
que se calcula mediante la férmula V(X) Si la va. X es

normal entonces su curtosis vale 0. Por tanto, una forma de medir si una v.a.
concreta esta cerca o lejos de ser gaussiana es calcular su curtosis. Si es diferente
de 0, la v.a. no sera gaussiana y lo sera tanto menos cuanto mayor sea su modulo.

Ahora que hemos introducido todos estos conceptos, podemos volver al
problema de la separacion ciega de fuentes. Cada electrodo toma muestras del
potencial eléctrico con cierta frecuencia (todos con la misma frecuencia de
muestreo, evidentemente, porque nos interesa que estén coordinados en el
tiempo). Esto significa que, si se han tomado n muestras, y suponemos que el

modelo de mezcla es lineal, instantaneo y sin ruido, tendremos una relacion del

tipo x(k)=A4-s(k) k=1,--,n-1,

donde x(k) es el vector columna que
representa el valor registrado por los electrodos en el instante de tiempo k (es
decir, en la k-ésima muestra) y s(k) contiene la informacién de las fuentes
originales, en el mismo instante de tiempo k. Por su parte, la matriz de mezclas A
nos da cuenta de como se han superpuesto estas fuentes para producir la
informacion que hemos grabado. Para el problema que estamos considerando,
vamos a imponer que el numero de fuentes s, nunca supere al numero de
electrodos y, de hecho, es usual asumir que ambos numeros coinciden.
Posteriormente, durante la aplicacion del algoritmo, puede suceder que este nos
indique que el numero de fuentes es en realidad menor que el nimero N de
sensores. Esencialmente, las afirmaciones anteriores responden al principio
fisico que garantiza que si solo tenemos N microfonos, no podremos separar mas
de N sonidos independientes. Con un solo micr6fono no podemos separar
sonidos, a no ser que dispongamos de informacién extra, como la separacion en

frecuencias en anchos de banda disjuntos, en cuyo caso el analisis de Fourier



permite hacer los calculos pertinentes (pero este no es el caso del problema que
nos ocupa). Con dos micré6fonos podremos distinguir hasta dos fuentes distintas,
con tres, tres, etc.

Por tanto, en nuestro caso estamos imponiendo que la matriz A sea cuadrada.
Si conocemos A y, ademas, sabemos que es invertible, con inversa W=A,

entonces las fuentes originales se calculan simplemente con la férmula

s(k)=W:-x(k]) , k=1,-n=1 gy otras palabras, para resolver el problema de

separacion de fuentes lo unico que, de verdad, necesitamos, es calcular la matriz
W. ¢Coémo se hace esto? Todo depende del modelo de separacion de fuentes al
que queramos acogernos. No existe una tnica forma de descomponer los datos
que hemos grabado como resultado de superponer distintas “fuentes”. De hecho,
existen infinitas formas de hacer esto, jpero solo una puede corresponderse con
la “realidad”! En efecto: de lo que se trata aqui es conocer qué hipétesis sobre
las fuentes (ademas de las que ya hemos realizado sobre el proceso de mezcla de
las mismas, al cual hemos impuesto la linealidad y la mezcla espontanea) son
razonables para que nuestro modelo matematico refleje, lo mejor que se pueda,
el fendmeno fisico que pretende describir.

Pensando en esto, es muy natural suponer, como ya hemos advertido
anteriormente, que los diferentes mecanismos que actian en nuestro encéfalo
para producir los potenciales eléctricos que estamos midiendo (sean los que
sean), se comportan como procesos independientes. Esta hipotesis es el
fundamento del modelo ICA vy, afortunadamente, se puede aprovechar
matematicamente porque el Teorema Central del Limite nos garantiza que si
diversas fuentes independientes se superponen para producir la actividad en un
electrodo, la v.a. que representa dicho electrodo debe estar mas cerca de la
normalidad que cualquiera de las fuentes originales. Por tanto, si conocemos una
medida de “gaussianidad” (y la curtosis es una de dichas medidas), podemos
utilizar esta informacion para buscar las fuentes que originan nuestros datos.

Para aplicar este método es necesario asumir que las fuentes originales no se



corresponden con procesos gaussianos, pero resulta gratificante comprobar que
precisamente esta hipotesis es también natural en el contexto de la
electroencefalografia. Asi las cosas, lo que queda es describir cémo atacar el

problema desde un punto de vista estrictamente matematico.

X="1l[x (t),x (t),--,x (t]]

Por construccion, si denota la matriz formada

por los valores registrados por los N electrodos, y S es la matriz formada por las
S="ml[s (t).s,(t)--s,(t)]=Whl[x (t),x (t),--- x (L] (la
variable t que aparece en x(t) y s(t) representa el tiempo. Asi,

x () =[x(0),x (1),---,x (n—-1)] W =fillw] ,---,w, ],

fuentes, entonces

). Se sigue que, si

entonces
x,(t)
s (t)=w] XfFr]
Xyl
Por tanto, para calcular la primera componente S,, debemos buscar un vector

wh=[w, W,
de  pesos = lwy, )

s, =[5,(0),5,(1),--,8,(n-1)]

I"I
5(t)=* w x(t), 0"t"n-1
1 167k , . .
k=1 , alcance el maximo valor absoluto de su curtosis. Es

tal que el nuevo vector

que viene dado por la expresion

decir, nos enfrentamos a un problema de optimizacién para una funcion que

Faw,-w, )=lK & w x, |.
depende de N variables, = Ademas, como el valor de la

]
. W X T

: . W,
curtosis de la mezcla ** no depende del modulo del vector ! (lo cual se

comprueba mediante un sencillo calculo), resulta que podemos imponer que



dicho vector pertenezca a la esfera de radio 1 de RY. La compacidad de la

esfera garantiza que existe el maximo buscado. De hecho, este resultado,

fiS=R

. . . )
garantizando que si es continua y S es cerrado y acotado en &~ (para

algiin NN ) entonces f alcanza su maximo absoluto en S (y también su minimo
absoluto), fue demostrado ya en el siglo XIX por el matematico aleman K.
Weierstrass, y es el caso mas sencillo donde podemos resolver problemas de
optimizacion. La técnica del analisis matematico que se utiliza con mas
frecuencia para buscar uno de estos puntos extremos (y, por tanto, una de las
componentes independientes), es el llamado método del descenso del gradiente,
y se ha comprobado ampliamente su eficacia. Hay otras técnicas, basadas en la
busqueda de puntos fijos, para lo cual existe una amplia bateria de resultados
matematicos disponibles. En particular, uno de los algoritmos que se utilizan con
mas frecuencia, el denominado FastICA (debido a la velocidad con la que opera,
asi como a su estabilidad), se basa precisamente en técnicas de punto fijo.
Tipicamente, existen 2N soluciones para este problema, pero esencialmente son
N y cambios de signo. Cuando hallamos cualquiera de ellas, se pueden obtener
las otras imponiendo que, ademas de resolver el problema de optimizacion, las
nuevas fuentes no estén correlacionadas con las soluciones halladas
anteriormente. De esta forma se calculan las N componentes independientes
asociadas al EEG.

Es importante observar, sin embargo, que la curtosis, calculada a partir de una
muestra de una v.a., no es una medida robusta de no-gaussianidad. Su valor
puede depender de unas pocas medidas erréneas o irrelevantes y, por tanto,
aunque esta medida nos ha servido para introducir de forma muy pedagogica el
método ICA, en realidad se hace imprescindible aplicar este tipo de algoritmo
basandonos en otras medidas de gaussianidad cuya robustez no esté en duda. La
mas conocida, se basa en las propiedades de la entropia y la informacion.

Para explicar qué entendemos por informacion, planteamos la siguiente

experiencia: lanzamos al aire una moneda (no trucada). ¢ Qué informacion nos da



el resultado de dicha experiencia, si sale, por ejemplo, cruz? Nos proporciona
exactamente un bit de informacién. De hecho, por definicién, un bit es la
cantidad de informacion obtenida al especificar una de dos posibles alternativas
que son igualmente probables (por ejemplo, cara o cruz, en el lanzamiento de
una moneda no trucada). Si al realizar un experimento aleatorio se produce el
suceso A, cuya probabilidad es P(A), diremos que dicho suceso ha aportado
! |:x=l.j:|=lcugﬂL
“P(4) bits de informacién sobre el experimento. NoOtese que si
P(A)=1/2, entonces 1/P(A)=2 y log,(1/P(A))=Log,2=1, que es lo que queriamos.
Por otra parte, dado un experimento aleatorio Y, cabe preguntarse cual es la
informacion media que proporciona cada realizacion del mismo. Esta magnitud
es especialmente interesante para las aplicaciones y recibe el nombre de
entropia.
Si el experimento se traduce en evaluar una v.a. X, entonces estaremos

considerando la entropia de la v.a.,

si X v.a. discreta

dt si X v.a. continua
X

En el caso de las v.a. discretas, la entropia es siempre una cantidad positiva,

puesto que las probabilidades P[X=x,] son siempre a lo sumo 1 y, por tanto,

Iug:#=—log:P[X= x]=0
[X=x] . Sin embargo, cuando la v.a. es continua, bien

puede suceder que su funcion densidad de probabilidad p,(t) tome valores
superiores a 1 y, en ocasiones, la entropia resultante puede alcanzar un valor
negativo. En todo caso, la entropia es una magnitud que refleja el nivel de
“predecibilidad” asociado a la variable aleatoria (0o lo que es lo mismo, al

experimento aleatorio bajo consideracion).



A menudo se considera la “entropia negativa” o “sintropia”, que es la cantidad

J(X)=H(X __ )-H(X)

, donde #*“=es una v.a. gaussiana que tiene las
mismas media y varianza que la v.a. X. La sintropia toma siempre valores
positivos y se hace 0 cuando la v.a. X es gaussiana. Asi pues, sera mayor cuanto
mas alejada esté la v.a. de ser gaussiana y, por tanto, un buen criterio para la
busqueda de componentes independientes es la maximizacion de la sintropia de
S=WX.

Otra magnitud que tiene especial interés es la informacion mutua. Si X = (X,

..., Xy) con X; v.a. escalares, entonces la informacion mutua de las v.a. X, ..., X,

(X, X,)= ~H(X)+® H(X,),

viene dada por k=l donde H(X) se calcula en términos
de la distribucion de probabilidad conjunta de las v.a. X, ..., X,. Se puede
demostrar que I(X,, ..., X,,) es una cantidad no negativa, y que se anula solo en el
caso de que las v.a. sean independientes. Por tanto, podemos construir un
algoritmo ICA mediante la busqueda de una matriz W tal que S=WX minimice la
informacién mutua. Obsérvese que en este caso no estamos comprobando la no-
gaussianidad de las fuentes sino que aplicamos directamente un criterio de
independencia estadistica. Este criterio nos muestra que, como es natural, existen
diversas formas de detectar que varias v.a. son independientes, y cualquiera de
ellas es susceptible, en principio, de ser usada para la construccion de un
algoritmo ICA.

El algoritmo que acabamos de describir tiene diversas variantes. Fue
introducido en 1995 por A. J. Bell y T. J. Sejnowski bajo el nombre de InfoMax,

el cual se justifica porque lograban la minimizacion de la informacion mutua

H(X)=-I(X, X))+ . H(X,)

mediante la maximizacion de la entropia =
Se aplica bajo la hipdtesis de que las fuentes son todas supergaussianas o
todas subgaussianas, pero funciona mejor bajo la hipotesis de supergaussianidad.

Posteriormente, fue mejorado para cubrir todos los casos.



Es de vital importancia observar que algunas de las magnitudes con las que
estamos trabajando, como la entropia o la informacion mutua, no se conocen
directamente a partir de la observacion de las muestras, sino que dicha
informacion se utiliza para, mediante el uso de estadisticos apropiados, obtener
estimaciones razonables de su verdadero valor. Es decir, en este proceso entra en
juego de forma inevitable y como parte fundamental en todos los algoritmos que
podamos utilizar, la teoria de la estimacion estadistica. Un aspecto especialmente
interesante porque aun no se ha logrado un argumento teérico definitivo que
cierre la cuestion, es averiguar cuantas muestras son necesarias para garantizar
que la descomposicion en componentes independientes se logra de forma exitosa
(es decir, realmente separa los datos como superposicion de fuentes
estadisticamente independientes). La practica nos dice que, para un numero bajo
de electrodos, del orden de 20, basta tomar 10.000 muestras por electrodo (y, por
supuesto, al recoger un EEG se toman muchisimas mas). Pero es un problema
abierto encontrar las condiciones precisas para que esto se garantice, en general.
Otro aspecto interesante que hay que resaltar es que la introduccion de filtros
apropiados, como parte del preprocesado anterior a la aplicacion del algoritmo
ICA, facilita generalmente una buena separacion de fuentes.

Por todo lo dicho anteriormente, queda claro que no hay un unico algoritmo
que descomponga el conjunto de sefiales en términos de sus componentes
independientes, sino que, por el contrario, existe toda una bateria de algoritmos
que persiguen dicho objetivo. De hecho, existen distintos paquetes de software
que utilizan algoritmos distintos y, por supuesto, los resultados pueden variar
ligeramente de unos a otros. Lo importante es que el modelo tedrico nos
garantiza que cualquiera de estos algoritmos proporciona una descomposicion
fiable, la cual puede usarse con toda garantia en las distintas aplicaciones
existentes. Esto se debe a que, en cierto modo, el problema al que nos
enfrentamos es estable. Es decir, los mismos datos, sometidos a algoritmos ICA
distintos, producen resultados muy similares, y datos parecidos sometidos a

cualquier algoritmo ICA producen resultados también parecidos. Si hacemos,



por ejemplo, pruebas con sonido —separando la sefial grabada por varios
microfonos cuando varias fuentes sonoras actian simultaneamente— podremos
hacernos una idea bastante precisa de lo bien que funcionan todos estos
algoritmos. jResuelven, con técnicas estadisticas, un problema al que el
todopoderoso analisis de Fourier no puede enfrentarse! ;Cuales son, pues, los
criterios que debemos tener en consideracion a la hora de seleccionar un
algoritmo ICA concreto? Lo ideal es buscar, entre todos los existentes, aquel que
nos proporcione mayor estabilidad y mayor velocidad de cémputo. Téngase en
cuenta que los EEG son matrices de dimensiones gigantescas y, por tanto,
debemos buscar también la eficiencia en el calculo. Nosotros utilizamos, para las
aplicaciones en diagnoéstico de trastornos mentales, el algoritmo InfoMax, tal
como viene implementado en el paquete informatico WinEEG, desarrollado por
Y. Kropotov en Rusia y que se basa en los articulos originales de Bell y
Sejnowski de 1995 y 1999. Otro algoritmo frecuentemente utilizado en el
estudio de EEG, que ya hemos mencionado anteriormente, es FastICA, el cual
fue desarrollado por A. Hyvérinen en Finlandia.

Tras leer los parrafos anteriores, no seria extrafio que algunos lectores
empezaran a dudar de la eficacia del método que estamos describiendo, ya que
su aplicacion requiere, en principio, asumir numerosas hipdtesis que podrian no
ser completamente satisfechas en los ejemplos a los que posteriormente debemos
enfrentarnos. Piénsese que, después de todo, los electroencefalogramas parecen
oscilar de forma tremendamente azarosa, y aqui estamos afirmando que, aunque
la filosofia de trabajo es la misma, en general, existen diversas formas de
implementar, dando lugar a algoritmos distintos, con resultados que podrian, por
tanto, variar. Ademas, en la ejecucion final de los mismos, cuya base es una
mezcla de estadistica y analisis, se requiere aproximar algunos datos esenciales,
como la entropia diferencial o la curtosis, mediante el uso de estadisticos. ;No
sera esto excesivo? ¢No estaremos corriendo demasiados riesgos cuando,
ademas, deseamos aplicar estos calculos a datos verdaderamente sensibles y en

pacientes humanos? Procede, por tanto, hacer una defensa que elimine las dudas.



Es fundamental que se registren los EEG con exquisito cuidado (y esto es algo
que no debemos cansarnos de repetir), pues los fallos en este punto del proceso
invalidaran su posible uso clinico. Ademas, cuando generamos la base de datos
estandar contra la cual vamos a realizar nuestros contrastes y, por tanto, gracias a
la cual podremos hacer diagnosticos y protocolos de actuacion, los EEG deben
ser recogidos y analizados siempre del mismo modo, con el mismo software y
hardware y los mismos algoritmos de calculo. Es esta precisamente la garantia
de su utilidad. Aun asi, podriamos persistir en nuestras dudas debido a que se
requiere el uso de estadisticos que aproximen las medidas tedricas en las que se
basan los algoritmos y, ademas, seria necesario conocer algunos resultados sobre
la estabilidad de dichos procesos.

Cuando tenemos la ocasion de explicar el algoritmo ICA de forma presencial,
ante un publico atento, resulta muy natural introducir un ejercicio practico en el
que lo aplicamos a una serie de sonidos que grabamos y mezclamos
directamente en el aula, con participacion de los presentes. Tras mezclar los
sonidos y reproducir dichas mezclas —que son bastante ininteligibles, por lo
general—, realizamos (en breves segundos) el proceso de separacion de fuentes,
con FastICA. Luego escuchamos el resultado. Todo el mundo se convence de
que la separaciéon se ha logrado con enorme calidad y rapidez. Generalmente
hacemos esta practica con la intervencion de tres o cuatro personas que se
prestan voluntariamente. Cada uno lee un poema, que se graba a 8.000 Hz y
cuya lectura tiene una duracion maxima de entre diez y quince segundos. A
continuacion mezclamos las fuentes multiplicando por una matriz de mezclas
invertible, escuchamos los micr6fonos, y a ellos se les aplica el algoritmo ICA.
Finalmente, reproducimos el sonido correspondiente a cada una de las fuentes
halladas por el algoritmo. jEI resultado es siempre excelente! ;El publico se
emociona!

Mostramos ahora de forma visual cuales son los efectos del algoritmo ICA
aplicado a imagenes en escala de gris. Este tipo de objetos quedan definidos a

partir de una matriz de valores. Cada entrada representa el nivel de gris que se va



a utilizar para pintar el pixel de la imagen que ocupa la posicion de la entrada de
la matriz que se ha seleccionado. Por tanto, para poder aplicar el algoritmo
necesitamos en primer lugar transformar la matriz que define una imagen en
escala de grises, en un vector. Esto se logra leyéndola por filas y apuntando de
forma ordenada los registros correspondientes en un unico vector. Si tenemos
varias imagenes que se supone son mezcla de otras, aplicamos ICA a los
vectores obtenidos a partir de dichas matrices del modo que acabamos de
indicar. Luego cada uno de los vectores hallados por ICA se transforma en una
matriz mediante el mecanismo inverso al que se utilizé para su formacion. Es
decir, rompiendo en trozos el vector (cada uno de ellos del tamafio de las filas de
la imagen original) y colocando los trozos uno tras otro para formar la
correspondiente matriz imagen. Finalmente, es necesario normalizar la matriz
resultante, tomando su modulo y multiplicando por un escalar apropiado, para
que el ordenador pueda mostrarla. Los resultados son también bastante buenos,
como se puede observar en el ejemplo que incluimos aqui (véanse las figuras
siguientes). Es evidente que las componentes independientes halladas de esta
forma reflejan bastante bien las auténticas fuentes originales a partir de las
cuales hemos generado las mezclas. Captan, sin lugar a dudas, lo esencial, y eso

debe animarnos.



Ficura 15
Fuentes calculadas con FastICA.

Eliminacion de artefactos en electroencefalografia

Cuando grabamos el EEG, es inevitable que aparezcan artefactos. Esto es
sencillo de comprobar en la practica si disponemos de un sensor cualquiera,

capaz de registrar la sefial EEG desde el cuero cabelludo, y de algun tipo de



software, conectado al sensor (por ejemplo, existen aplicaciones sencillas para
teléfonos moviles que hacen esta operacion), que muestre en tiempo real la sefial
recogida por el sensor. Basta parpadear para observar que el EEG registrado se
modifica sustancialmente en el momento del parpadeo, y que cuando este cesa,
vuelve a mostrar una sefial similar a la que se podia observar con anterioridad.
Esto significa, obviamente, que actividades sencillas, muchas veces
inconscientes, como el parpadeo, pueden generar potenciales eléctricos que
luego son recogidos por el EEG. Evidentemente, nos gustaria eliminar de la
seflal EEG que vamos a estudiar la influencia del parpadeo, asi como otras
posibles perturbaciones provocadas, por ejemplo, por la actividad cardiaca o el
movimiento de los musculos faciales. A este proceso se le denomina
desartefactado del EEG y es, claro esta, algo que debemos hacer siempre que
grabemos un EEG, antes de someterlo a estudio. El parpadeo, asi como los
movimientos oculares, durante mucho tiempo se han eliminado mediante la
colocacion de un sensor cerca de cada ojo, que registra este tipo de actividad, y
el uso posterior de dicha sefial para eliminarla del EEG. Esto, sin embargo,
resulta desagradable para los pacientes, y en la actualidad es una tarea que se
realiza aplicando ICA a la sefial registrada por el EEG. La razén principal por la
que sabemos que podemos utilizar ICA para el desartefactado es que las fuentes
que originan los artefactos reflejan necesariamente procesos estocasticos
independientes de la actividad eléctrica que deseamos medir. Es decir, las
respuestas a los estimulos o incluso la actividad eléctrica espontanea es una
actividad necesariamente independiente de la actividad asociada a los artefactos,
como el parpadeo. Por tanto, el algoritmo ICA tiene la capacidad de separarlos.
Para decidir si una componente determinada, hallada mediante ICA, se
corresponde con uno o varios artefactos y, por tanto, debe ser eliminada del
EEG, miramos su mapa topografico asociado. Dicho mapa nos informa sobre la
localizacion fisica de la fuente y nos permite, de paso, decidir, en base a criterios
clinicos, si se trata o no de un artefacto.

Supongamos que hemos aplicado ICA para obtener la descomposicion X=AS,



donde A es la matriz de mezclas y S es la matriz de fuentes. Las filas de S

representan las distintas fuentes halladas. Para cada componente independiente s,

que hemos identificado como un artefacto, se procede a su eliminacion del EEG.

o

A 5 X
Sin algunas Sin algunas e rec
columnas filas

¢Cbémo se hace esto? Basta borrar la fila i-ésima de S y la columna i-ésima de
A. Si §* y A* denotan las matrices que se obtienen tras realizar las
correspondientes supresiones, entonces X, =A*S* representara el EEG
reconstruido, sin artefactos. Este es el electroencefalograma que someteremos
posteriormente a estudio. Es a él a quien calculamos los potenciales evocados o,
por ejemplo, lo representamos en frecuencia o en tiempo-frecuencia. Es de este
electroencefalograma “limpio” del que podemos fiarnos para tomar las medidas
que luego podremos incluir en las bases de datos estandarizadas y someter a un

estudio estadistico.

Separacion de fuentes en potenciales evocados

La técnica ICA no solo se utiliza para el desartefactado. Obviamente se trata de

una aplicacion importante y, evidentemente, nos ayuda a obtener una



considerable mejora en la calidad de la informacion recogida por el EEG. Pero el
ICA ha demostrado su utilidad en el estudio de los electroencefalogramas en
muchos otros aspectos. En esta seccion introducimos una de las numerosas
aplicaciones que existen y que, para los protocolos que se describen en el
capitulo final del libro, es fundamental. Se trata de la descomposicion de los
potenciales evocados como superposicion de fuentes independientes.

Recordemos que los potenciales evocados se calculan sobre el EEG
desartefactado realizando el promedio de un numero suficientemente elevado de
épocas asociadas al mismo estimulo tipo. Al promediar las respuestas obtenidas
entre, por ejemplo, 200 milisegundos antes de la aparicion del estimulo y 1.200
milisegundos posteriores al mismo, logramos una buena separacion de la seiial
con la que el encéfalo ha respondido al estimulo, del ruido existente (que es la
suma de los ruidos introducidos en el sistema y la actividad eléctrica
espontanea).

Una vez se han calculado los correspondientes potenciales evocados, se
procede a estudiar las componentes asociadas. Una técnica que se ha mostrado
eficaz para la deteccion de dichas componentes es la aplicacion del algoritmo
ICA a las curvas ERP. De hecho, cuando procedemos de esta forma, algunos de
los potenciales evocados que se conocian clasicamente, como la componente
P300, se revelan como la suma de varias componentes nuevas, lo cual muestra
que dichos potenciales tienen en realidad una naturaleza mas compleja de lo que
se creia anteriormente. Lo interesante es que las descomposiciones asi calculadas
son bastante estables y, por tanto, las nuevas componentes ERP —que llamamos,
a partir de ahora componentes ICA del ERP— se pueden incluir en una base de
datos que, una vez normalizada, servira para el diagnostico y el tratamiento de
diversas anomalias clinicas. Obviamente, la curva contra la cual es necesario
establecer comparaciones posteriormente, se calcula como un gran promedio a
partir de todos los individuos de la base de datos.

El calculo de las componentes ICA de los potenciales evocados fue

introducido en la literatura por S. Makeig y colaboradores a mediados de la



década de 1990 y ha sido utilizado posteriormente por otros investigadores,
como Y. Kropotov. En Espafia, lo aplican en sus estudios M Aguilar y
colaboradores. Segun estos equipos de investigacion, la descomposicion de las
curvas ERP mediante el algoritmo ICA es consistente con el modelo teorico de
las componentes ERP, en el que se asume, como vimos en el capitulo primero,
que dichas componentes son espacialmente estables, estan localizadas en
regiones dispersas del encéfalo, y se superponen de forma instantanea. Asi, el
algoritmo ICA determina qué componentes, temporalmente independientes, se
activan para formar las curvas ERP del EEG que hemos grabado. Algunas de las
componentes ICA asi obtenidas son, en efecto, atribuibles a ciertos procesos
neuronales o psicolégicos especificos, bien determinados, y, por tanto, tienen el
caracter de ser componentes ERP. Estas componentes, una vez identificadas, nos
permiten extraer una serie de valores especificos asociados, como son la
amplitud de su primer extremo relativo y su latencia (es decir, el tiempo
transcurrido desde la emisién del estimulo hasta la aparicion de dicho extremo).
Estos datos, que provienen de la superposicion de numerosos procesos
estadisticamente independientes, se puede asumir que responden al
comportamiento de una v.a. normal y, por tanto, son susceptibles de ser

sometidos a analisis estadistico.



CAPITULO 4
Neuromarcadores y neuromodulacion

Neuromodulacion cerebral: estimulacion eléctrica transcraneal y
‘neurofeedback’

Los médicos y neuropsicélogos pueden influir de forma cada vez mas selectiva
en la actividad de las neuronas mediante estimulos eléctricos y magnéticos.
Estos métodos han abierto la esperanza de hallar nuevos procedimientos
terapéuticos contra el dolor, la depresién, la fibromialgia o el alzheimer, entre
otros trastornos. En efecto, se pueden estimular eléctricamente pequefias redes
de neuronas para controlar su actividad y su metaplasticidad, lo cual se ha
probado muy ttil en numerosos tratamientos clinicos.

La estimulacion eléctrica transcraneal se basa en alterar el potencial de
membrana de las neuronas mediante una débil corriente eléctrica suministrada
por uno o varios electrodos colocados en el cuero cabelludo del sujeto, aplicando
campos eléctricos de pocos voltios por centimetro cuadrado. Este procedimiento
es no invasivo y produce un leve picor en la zona de aplicacion. Funciona
disminuyendo el potencial de membrana de las neuronas afectadas cuando
aplicamos corriente anodica o, a la inversa, aumentando su potencial de
membrana, cuando aplicamos corriente catddica. Este tipo de estimulacion
transcraneal puede realizarse tanto con corriente continua (ETCC), como con
corriente alterna (ETCA), como con ruido aleatorio (tRNS). En este dltimo caso
lo que se hace es aplicar desde los electrodos una corriente eléctrica cuya
polaridad oscila a altas frecuencias.

Segtn la posicion de los electrodos que se usen en la estimulacion, asi como

el tipo de corriente empleada, se puede forzar o inhibir la actividad cerebral, en



zonas localizadas, de manera temporal. Es, por decirlo en palabras sencillas,
como si utilizaramos unos pocos electrodos colocados en el cuero cabelludo,
para que ellos realicen las funciones que habitualmente son asumidas por las
distintas redes neuronales, bien actuando como “neuronas excitadoras”, bien
como “neuronas inhibidoras”, de las neuronas conectadas a ellas por via
postsinaptica. Evidentemente, el encéfalo responde bien a este tipo de estimulos,
porque en realidad esta respuesta forma parte de su forma natural de actuar,
como sabemos. Aunque podria pensarse que los efectos de la
electroestimulacion son principalmente a nivel cortical, dada la colocacion de los
electrodos, lo cierto es que este tipo de terapia tiene efectos también a niveles
profundos y, de hecho, sus primeras aplicaciones demostradas fueron para el
tratamiento de la depresion, que es un fenémeno muy vinculado al sistema
limbico.

Otra técnica apropiada para la neuromodulacién es el neurofeedback. En este
caso se persigue que el paciente aprenda a modular por si mismo ciertos
neuromarcadores, como el cociente R, cuyo significado neurofisiologico es
conocido. El paciente juega con la consola mientras esta conectado a unos
sensores que registran su EEG y calculan los neuromarcadores que se desea
entrenar. El juego solicita que realice ciertos ejercicios, como relajarse o prestar
mayor atencion, cuya ejecucion correcta es detectada al provocar ciertos
cambios conocidos en los valores de los neuromarcadores en cuestion. Cuando
lo logra, se le premia de algiin modo. Obviamente, el paciente esta jugando, pero
ademas esta aprendiendo a modular su EEG mediante ciertos ejercicios
neurocognitivos. De esta forma se pueden entrenar ciertos neuromarcadores para
que se aproximen lo maximo posible a sus rangos de normalidad, lo que conlleva

una mejoria en la salud.

Valoracion neuropsicologica mediante técnicas de psicometria

En psicologia nos interesamos por el estudio cientifico de la conducta. Para



abordar dicho estudio se miden ciertos parametros con instrumentos especiales,
como cuestionarios, test, evaluaciones de la personalidad, o instrumentos de
medida fisicos como el EEG. La creacion de estos instrumentos de medida, asi
como su evaluacién, su validacion, su interpretaciéon y su normalizacion son el
objetivo principal de la psicometria.

El primer instrumento psicométrico que se construyo fue disefiado para medir
la inteligencia, a principios del siglo pasado. Otros instrumentos psicométricos
son el inventario de personalidad de Minnesota o el modelo de cinco factores
para evaluar trastornos de personalidad.

En 1960, Alexander Luria propuso un modelo psicolégico basado en
funciones basicas cerebrales para explicar los procesos cognitivos subyacentes.

En 1986, D. Norman y T. Shallice propusieron el Modelo de Supervision de la
Atencién o SAS. En él se sugiere que los procesos de informacion en los l6bulos
frontales pueden ser modulados por la atencion o el control cognitivo y la
planificacion. Inspirandose en dicho modelo, D. T. Seuss, en 1995, propuso la
bateria de tests ROBBIA, que divide el sistema atencional en tres subsistemas
anatomicos con funciones independientes: energizacion, monitoreo y entorno de
trabajo. La energizacion se refiere a los procesos de facilitacion y potenciacion
de procesos atencionales, especialmente aquellos encargados de la toma de
decisiones y mantenimiento de patrones de respuesta adecuados. El monitoreo
proporciona un control de calidad de nuestra conducta, revisando las respuestas a
lo largo del tiempo, ajustandose a nuestra conducta. Y el entorno de trabajo se
refiere a la formacién de criterios, en respuesta a un determinado objetivo, para
ejecutar una tarea especifica.

Un parametro importante relacionado con la evaluaciéon psicométrica de la
atencion es el llamado tiempo de reaccion, TR. Este se asocia con la capacidad
de una persona de realizar lo mas rapido posible una tarea concreta.
Normalmente, tiempos de reaccion elevados se relacionan con actividad
metabolica neuronal disminuida en la corteza prefrontal, previa a la presentacion

de estimulos, o con un incremento en la actividad de la corteza cingular



posterior, el precuneo o el girus temporal medio. La distribucion del tiempo de

reaccion no es gaussiana. Aumenta rapidamente cuando el tiempo de reaccion

decae y presenta una cola larga cuando este aumenta. Sin embargo, se puede

asumir que el logaritmo del tiempo de reaccion sigue una distribucion gaussiana.
Asociados al tiempo de reaccion, se calculan los siguientes parametros:

R-Le TR,
e Media del tiempo de atencion: Nt donde N es el niimero de
eventos y TR, representa el tiempo de reaccion al i-ésimo estimulo, i=1,

..,N.

N

1 —
VTR=,|—~— e (TR -TR)’

Vv-1

e Variabilidad del tiempo de reaccion:
e Coeficiente de variabilidad: V=VIR/ TR.

Aunque la media y la variabilidad del tiempo de reaccion reflejan diferentes
mediciones del control cognitivo, ambas estan altamente correlacionadas entre
si. Es por ello que se suele tener en cuenta también el coeficiente de variacion
CV. Hay evidencias suficientes de que la VTR distingue individuos con TDAH
de poblaciones sanas, para adolescentes y nifios, con magnitud de los efectos
grande, y para adultos, con magnitud de los efectos mediana. Por ello la VTR
constituye un indice muy importante de estabilidad e inestabilidad del sistema
nervioso central de las personas. Sin embargo, pierde especificidad a medida que
su valor aumenta.

En resonancia magnética funcional (RMf) los lapsos de atencion se relacionan
con la actividad generada en la red neuronal por defecto (RND), la cual se
mantiene en funcionamiento permanente como actividad basal, emitiendo
sefiales de sincronizacion que sirven para coordinar la actividad en distintas
zonas del encéfalo, asegurandose de este modo que estan prepraradas para
reaccionar de forma conjunta ante los diferentes estimulos que reciben. Se sabe

que, cuando el individuo afronta ciertas tareas, como presionar el raton en una



tarea cognitiva de rendimiento continuo (CPT), ciertas partes de la RND
disminuyen su actividad. Es por ello que la activacion de las redes defecto
anticorrelaciona con las redes positivas y correlaciona positivamente con las
fluctuaciones del TR. En otras palabras, la imposibilidad de suprimir la RND,
incapacita al sujeto para un rendimiento adecuado en una tarea CPT, o
incrementa sus tiempos de respuesta. También es cierto que otras inconsistencias
se pueden deber a la practica, la fatiga o las diferencias de edad.

Los histogramas de la frecuencia de autocorrelacion para diferentes
parametros, como los TR, bailan entre 0,01 y 0,1 Hz (fluctuaciones de baja
frecuencia). De hecho, se ha comprobado que diferentes parametros
comportamentales, como los tiempos de respuesta, correlacionan con el plano
electrofisiol6gico que medimos en el EEG y con el plano metabélico medido por
la RMHf.

A vueltas con los ritmos del EEG y los potenciales evocados

Como sabemos, el principal fenémeno EEG es su dinamica oscilatoria. Estas
oscilaciones van desde las bajas frecuencias hasta la banda de frecuencias y. Las
oscilaciones del EEG crudo se visualizan mejor en el mundo de las frecuencias,
donde el espectro EEG aparece en forma de picos situados en las distintas
bandas de frecuencia. Los generadores de estos ritmos estan en las diferentes
redes neuronales con diferentes tipos de membrana y sinapsis. Ademas, todas
estas neuronas estan disefiadas por la evoluciéon para asegurar unas condiciones
optimas de funcionamiento de los procesos de retroalimentaciéon cerebral. Las
oscilaciones de los potenciales de accion se producen a través de ciertos canales
voltaje asociados, que estabilizan la funcion de la red neuronal.

Los diferentes patrones del EEG son significativamente diferentes entre
individuos sanos. Algunas personas tienen fuerte actividad a cuando abren los
ojos, otros actividad 0 frontal media, y otros no muestran ni actividad a ni 8. La
amplitud de la actividad EEG en una persona depende de muchos factores,

ademas de su genética, neurofisiologia, y las propiedades fisicas o anatomicas de



los tejidos circundantes al cerebro (piel, hueso, duramadre y piamadre). Estos
parametros cambian de un sujeto a otro, y son desconocidos. Para compensar
estas variaciones se calcula la energia relativa del EEG.

De acuerdo con las especificaciones vigentes desde hace aproximadamente 50
afios, el espectro de banda en el que se asume que oscila la actividad del encéfalo
va desde los 0,5 a los 50 Hz. Se escogieron entonces filtros paso alto para
eliminar potenciales eléctricos generados por fuentes externas al cerebro, como
los artefactos musculares o la red eléctrica. Por otra parte, tanto los potenciales
eléctricos de altas como de bajas frecuencias han sido investigados en pocos
laboratorios. Parece que ambos estan relacionados con oscilaciones metabolicas
como el flujo sanguineo o el oxigeno extracelular. El interés actual en el estudio
de la actividad eléctrica en estas bandas es mayor a partir del descubrimiento de
que las fluctuaciones de baja frecuencia tienen lugar en las sefiales BOLD de la
RMTf y, también, porque, a partir de la comercializacion de amplificadores EEG
de banda EEG completa, se aplican con éxito en el tratamiento de trastornos
mentales, mediante neurofeedback.

Aunque los potenciales evocados se miden con los mismos amplificadores
con los que se mide la actividad EEG espontanea, desde el punto de vista
funcional hay una diferencia fundamental entre estas dos mediciones, pues los
potenciales evocados reflejan estados en el procesamiento de informacion en
respuesta a un estimulo. Estos estados pueden incluir los patrones del flujo de
activacion o inhibicién en una red de neuronas sensoriales jerarquicamente
organizadas, inducidos por estimulos sensoriales, o los patrones de flujo de
activacion o inhibicion de redes del sistema ejecutivo que generan una accion
final. Se muestran por tanto dos tipos de actividad contrapuesta: actividad
sensorial y actividad motora. En los sistemas sensoriales predomina la primera vy,
en los sistemas de control cognitivo o motor, predomina la segunda. Los
sistemas sensoriales extraen informacion desde la entrada y seleccionan la parte
de informacion segin mecanismos de atencion. El sistema emocional gestiona

respuestas fisiologicas ante estimulos emocionales. El sistema de la memoria



afiade experiencias previas a la situacion actual y consolida la memoria para los
eventos futuros. El sistema cognitivo planifica e inicia acciones relevantes,
suprime acciones irrelevantes y monitorea conductas para un control de calidad.
Estos sistemas se distribuyen en diferentes partes del cerebro y se activan en
diferentes intervalos de tiempo.

La amplitud de los potenciales evocados es muy pequefia, por lo que es
imposible separarla a simple vista de la actividad espontanea de fondo. En otras
palabras, la relacion sefial/ruido para un estimulo determinado es muy baja. Para
incrementar esta relacion, se promedian gran cantidad de fragmentos del EEG,
para un elevado niimero de estimulos o acontecimientos. Por ejemplo en un test
de paradigma GO/NOGO hay diferentes categorias de estimulos (como ignorar,
GO y NOGO) que se presentan, aleatoriamente, muchas veces. Si seleccionamos
la condicion ignorar, en la que el estimulo visual se presenta pero no se requiere
respuesta del sujeto, el EEG completo se divide en pequefios trozos, que
llamamos épocas, correspondientes a cada estimulo de este tipo, que consisten
en una parte preestimulo y una parte postestimulo. Los potenciales evocados
asociados a dicha condicion se obtienen entonces como resultado de promediar
todos estos fragmentos del EEG. Normalmente, cuando promediamos 200
estimulos para una persona en particular, las fluctuaciones EEG que preceden al
estimulo se cancelan unas a otras, aproximandose a 0 en dicha zona. La relacion
sefial/ruido se define no solo en base a la amplitud de la onda medida, sino
también a la amplitud de la actividad de fondo. Es por ello que medir la onda N1
o C1 generada en la corteza visual es mas dificil que la medicion de
componentes tardios, como la onda P300.

Hay wvarios tipos de paradigmas para los potenciales evocados.
Concretamente, se separan en varias categorias que dependen del sistema a
estudiar, y son: tareas sensoriales, motoras, atencionales, emocionales, de
memoria y de control cognitivo.

Los componentes ERP sensoriales son modulados por estimulos visuales,

auditivos o somatosensoriales, con caracteristicas fisicas con una modalidad



(posicion, color, orientacion, etc.), por categorias de estimulos (objetos
animados, objetos inanimados, caras, herramientas, etc.), por la frecuencia de
presentacion (por ejemplo intervalos de 100 a 2.000 ms interestimulo), o por la
intensidad del estimulo (por ejemplo volumen del sonido). Los paradigmas
escogidos suelen ser test de tareas infrecuentes en modalidades auditiva o visual,
tareas de escucha dicotica, etc.

Para estudiar el sistema motor, los potenciales evocados se relacionan con
acciones motoras en vez de estimulos sensoriales. La accion puede autoiniciarse
o ser contingente con algun estimulo sensorial. Por ejemplo, segtin Posner, para
estudiar la atencion hace falta un paradigma con al menos tres estimulos.

Las tareas de control cognitivo imitan situaciones de comportamiento cuando
un modelo preponderante de ejecucion se forma por la configuracion de tareas y
domina durante la tarea, pero en algunos casos se ha violado, de manera que el
sujeto tiene que anular la accion preparada con una accién diferente o,

simplemente, suprimirla.

La base de datos SolidBrain

Cualquier parametro, cuando se mide en una poblacion dada, varia de una
persona a otra. Esto sucede, evidentemente, con todos los datos que se puedan
obtener a partir de la grabacion de un EEG y su estudio posterior. En particular,
esto se produce con todos los neuromarcadores que podemos definir por esta via.
Cuando un paciente acude a consulta para que se le calculen estos
neuromarcadores, es fundamental que se obtengan siguiendo un protocolo muy
estricto, que coloque en condiciones de igualdad a todos los pacientes.

El EEG se graba para identificar, en cada paciente, el valor de los distintos
neuromarcadores al uso, que en el caso que nos ocupa son las latencias y
amplitudes de las diferentes componentes ICA de los potenciales evocados
calculados, siguiendo los distintos paradigmas que existen (que nos informan
sobre aspectos relacionados con los sistemas sensorial, emocional, ejecutivo y de

memoria), asi como las diferentes medidas espectrales (en frecuencia, y en



tiempo-frecuencia), tanto de los potenciales evocados como de la actividad EEG
sin promediar.

Todos estos neuromarcadores son variables aleatorias y, para poder realizar
diagnosticos a partir de ellos, es necesario disponer de una buena base de datos
normalizada contra la cual se han de contrastar los datos obtenidos paciente a
paciente. Sobre la naturaleza de las variables aleatorias implicadas, hay que decir
que se sabe que las amplitudes y las latencias de los potenciales evocados se
distribuyen normalmente. Sin embargo, los neuromarcadores obtenidos en el
dominio de la frecuencia (o en tiempo-frecuencia) tanto para actividad EEG
espontanea como para potenciales evocados, no son variables aleatorias
normales, por lo que antes de ser estudiados es necesario someterlos a una
conocida transformacién matematica, basada en un cambio de escala
logaritmico, que, se sabe, tiene el efecto de reconvertir dichas variables en
variables aleatorias cuyo comportamiento es aproximadamente normal. Este
proceso se denomina “normalizacion”. Evidentemente, construir una buena base
de datos es un proceso lento y muy costoso. Pero es gracias a la existencia de
este tipo de bases de datos que podemos esperar la llegada de nuevos logros
cientificos, que beneficiaran no solo a la comprension de numerosos fenémenos
sino también al sistema de salud en general.

Desde hace mas de una década, M. Aguilar y colaboradores han analizado los
EEG y los potenciales evocados de miles de sujetos con diferentes categorias
diagnosticas (muchas veces sin una causa clara de enfermedad). Para comparar
el grupo de pacientes con sujetos sanos se ha construido, entre 2011 y 2013, la
base de datos SolidBrain. Las grabaciones fueron realizadas en Espafia y
México.

Aunque se han analizado por encima de 20.000 sujetos, en la base de datos
solo hay incluidos 8.000, que estan completamente normalizados, de los cuales
2.000 son sujetos sanos o controles y 6.000 son pacientes. Los datos se han
tomado tanto en estado de reposo (en cuyo caso se mide solamente la actividad

eléctrica espontanea) como estado de respuesta a tareas con estimulos acusticos,



visuales, etc., siguiendo los diferentes paradigmas existentes para el estudio de
potenciales evocados: GO, NOGO, MMN. Los sujetos sanos, asi como sus
parientes mas cercanos (de primer y segundo grado), carecen de historia de
problemas neurolégicos o psiquiatricos. La recoleccion de datos normalizados se
inicio en Elche por F. Vargas-Torcal, quien se inspir6 en el trabajo realizado por
Aguilar en la Universidad de Murcia. La metodologia empleada habia sido usada
con anterioridad en la Academia de Ciencias rusa, por Y. Kropotov. Para mejorar
la relacion sefial/ruido de los potenciales evocados se impone un minimo de 100
de muestras por cada categoria de estimulos a analizar, en cada individuo.

Esta base de datos se ha realizado con metodologia desarrollada por la
empresa SolidBrain, en colaboracion con la Universidad de Murcia y la
Academia de Ciencias Rusa, aunque el codigo fuente es propiedad de
SolidBrain, que tiene su sede en Teruel.

Las claves que justifican la creacion de una base de este tipo, para su uso

posterior en estudios clinicos, son las siguientes:

¢ Los potenciales EEG recogidos en cuero cabelludo son el resultado de
la suma de varias fuentes con diferentes localizaciones (redes
neuronales en una coordenada concreta entre millones de neuronas
interconectadas entre si) y diferentes propiedades funcionales.

e Se ha logrado asociar cada componente de los potenciales evocados
extraldos de la tarea GO/NOGO por ICA, con indices
neuropsicologicos descritos segun los modelos clasicos de la
neuropsicologia como el propuesto por Luria. Dicho en palabras mas
sencillas: cada una de las componentes ICA de los potenciales evocados
tiene un significado funcional en funcién de su amplitud y su latencia, y
se relaciona con cada uno de los sistemas del encéfalo: sensorial,
memoria, emocional o ejecutivo.

e [as técnicas de neuromodulacién, como la estimulacién eléctrica

transcraneal y el neurofeedback, ayudan a modificar estas curvas hacia



arriba o abajo. Ademas, si no se aplica ningun tipo de terapia, estas
curvas se mantienen estables en el tiempo. En particular, mediante
estimulacion eléctrica transcraneal podemos subir o bajar la curva ICA
calculada, segtin apliquemos una polaridad u otra: la corriente anddica

aumenta el voltaje y la catddica lo disminuye.

El uso de neuromarcadores obtenidos del EEG y de los potenciales evocados,
comparando los resultados calculados en cada paciente con los controles sanos
de una base de datos normalizada, sirve para definir protocolos individualizados
de tratamiento, tanto mediante neurofeedback como con estimulacion eléctrica
transcraneal, que ayudan a mejorar la calidad de vida de los pacientes. Los
resultados han sido muy satisfactorios, y los efectos secundarios, reducidos.

En Espafia existen varias clinicas donde se siguen estos protocolos, basados

en la grabacion del EEG y la comparacién con la base de datos SolidBrain.

Diagnostico basado en neuromarcadores

Los trastornos mentales son un problema global y representan uno de los
mayores retos para los principales sistemas de salud a nivel mundial. En el
mundo hay en torno a 500 millones de personas que sufren algtin trastorno
mental, y en la Union Europea, los trastornos mentales se extienden como una de
las principales causas de carga econdmica y enfermedad. Lo que empeora la
situacion es que se espera que la prevalencia de los trastornos mentales no pare
de crecer, por varias razones, incluyendo el envejecimiento de la poblacion, el
empeoramiento de la situacion econdmica de muchas familias, los problemas de
seguridad laboral reducida, el aumento de las horas de trabajo y el estrés laboral.

En el pasado los trastornos mentales se definian en ausencia de lesiones
organicas. Aquellos trastornos asociados a lesiones cerebrales pasaban
automaticamente a considerarse trastornos neuroldgicos. Como habitualmente en
los siglos XIX y XX no se encontraba dafio estructural, se diagnosticaba a los

pacientes siguiendo criterios clinicos, encapsulados en forma de categorias



diagnosticas compuestas por una descripcion de sintomas y signos. Estas
categorias diagnosticas, definidas en el DSM-5, suponen una autoridad a nivel
internacional, pues en la practica clinica determinan los diagnosticos y, para las
compafiias de seguros, suponen la estrategia de pago o indemnizacion
correspondiente a cada diagnostico.

Evidentemente, esta metodologia diagnostica queda en entredicho cuando la
comparamos con la practica usual en otras disciplinas médicas, como la
cardiologia o la oncologia, donde los diagnoésticos se basan en pruebas objetivas
de laboratorio, en vez de consensos vagos de agrupaciones de sintomas. Ademas,
sabemos por estas disciplinas médicas que los sintomas no afianzan, por si
mismos, un tratamiento médico, y menos aun si es intervencionista. Solo cuando
se tienen en cuenta la clinica y los test de laboratorio, se pueden tomar medidas
oportunas.

Entonces surge la pregunta: ;por qué deberiamos usar grabaciones de sefiales
eléctricas para el diagnostico de las enfermedades del corazon, pero no usarlas
en psiquiatria? En realidad, esto es algo que esta en proceso de cambio, gracias a
las numerosas publicaciones que existen avalando la utilidad de 1la
electroencefalografia cuantitativa, asi como otros métodos de neuroimagen, cada
vez mas en uso. Sin embargo, resulta necesario explicar aqui algunas de las
razones que pudieran revelar la prevalencia de esta tendencia hasta fechas
recientes.

En primer lugar, una diferencia importante cuando comparamos con la
cardiologia es la complejidad: el cerebro es mucho mas complejo que el corazon.
La fisiologia del corazon proporciona un nudmero relativamente limitado de
parametros del electrocardiograma (ECG) que se pueden utilizar para el
diagnostico. Los parametros del ECG incluyen solo cinco formas de onda, que
son identificadas facilmente en cada sujeto y tienen un significado funcional
claro en cada ciclo cardiaco. En contraste el ndmero de parametros
proporcionado por un EEG multicanal en estado de reposo es enorme, incluso si

utilizamos el sistema internacional 10-20, que no requiere de un numero elevado



de sensores (actualmente se pueden grabar los EEG con hasta 300 sensores). Si
los potenciales evocados se incluyen en el analisis, la cantidad de informacién
disponible aumenta enormemente.

En segundo lugar, las formas de onda del ECG no muestran grandes
diferencias entre individuos y tienen un valor diagnostico claro. En contraste, el
EEG Yy, sobre todo, los parametros ERP, muestran gran variacion interindividual.
Encima los parametros del EEG/ERP son muy sensibles a las fluctuaciones en el
estado de los sujetos. Parece ser que la poblacion sana no es homogénea en
términos de funcionamiento del cerebro. Si tenemos en cuenta la heterogeneidad
de una categoria diagnoOstica para una determinada enfermedad mental, las
dificultades en la separacion de los pacientes con un diagnostico determinado, a
partir de los controles sanos, mediante un biomarcador, se hace evidente. Sin
embargo, en defensa del EEG, diremos que, afortunadamente, las curvas
obtenidas a través de la técnica de gran promedio son estables y, por tanto, una
vez calculadas para una base de datos estandarizada, se pueden utilizar para
cuestiones clinicas.

En tercer lugar, el registro y los procedimientos de medicion de ECG estan
completamente estandarizados. En contraste, en el caso del EEG ha sido
estandarizada solamente la colocacion de electrodos (sistema internacional 10-
20). Los otros parametros, como las condiciones de grabacion de los potenciales
evocados, no estan aun estandarizados. Como consecuencia, la recogida de bases
de datos en la practica clinica es bastante limitada en el campo del EEG y
practicamente ausente en el campo de los potenciales evocados.

En cuarto lugar, el corazén es un organo relativamente simple (basicamente,
es una bomba electromecanica), mientras que el cerebro es el sistema mas
sofisticado del mundo, que esta destinado no solo a autorregularse a si mismo,
sino también a procesar la informacién externa e interna, consciente e
inconsciente. Un cardiélogo, en su practica clinica, se basa en una teoria del
corazén bien establecida. No existe, sin embargo, una teoria definitiva para el

funcionamiento del cerebro. Razones similares pueden explicar por qué otros



marcadores neurofuncionales tales como los que se obtienen a través de MEG,
fMRI, o PET no se han estandarizado aun en la practica clinica.

Las categorias de diagnostico de la enfermedad mental que se describen en el
DSM-5 no estan organizadas de acuerdo con disfunciones de los sistemas
cerebrales, sino por sintomatologias. Sin embargo, como muestra la
neuropsicologia, sintomas similares pueden ser inducidos por un dafio local en
diferentes partes de un circuito neuronal, ampliamente distribuidos por el
cerebro. Esta afirmacion se apoya en estudios recientes de la actividad funcional
del cerebro (basados en potenciales evocados, fMRI, PET, etc.) registrada en
varios trastornos psiquiatricos, en comparacion con la actividad cerebral
funcional en controles sanos. Cada vez mas estudios demuestran claramente que
los patrones de activacion cerebral pueden tener un valor diagnostico, tal como
lo tiene la formacion de imagenes cardiacas durante una prueba de esfuerzo, las
cuales se utilizan ahora, por ejemplo, para diagnosticar la enfermedad arterial
coronaria.

El DSM-5 se publico el 18 de mayo de 2013. Fue criticado por diversas
autoridades por su falta de apoyo empirico y por la influencia de la industria
farmacéutica. En psiquiatria se estaba esperando el reconocimiento de distintos
biomarcadores de trastornos mentales, tema en el que se habia trabajado
intensamente durante las ultimas décadas. Sin embargo, estos no han sido
finalmente recogidos, o se han considerado solo muy parcialmente, en la version
final del texto. Asi pues, la publicacion definitiva del DSM-5, ha evocado
sentimientos de decepcion. No obstante, el 15 de julio de 2013, la FDA permiti6é
la comercializacion del primer dispositivo médico basado en EEG para ayudar a
evaluar el TDAH en nifios y adolescentes de 6 a 17 afios. El dispositivo que
ayuda a la evaluacién de registros EEG se denomina NEBA y recoge sefiales
EEG durante 15-20 minutos, calculando el cociente R, que ha demostrado estar
aumentado en nifios y adolescentes con TDAH, cuando son comparados con

controles sanos. Esto se considera un sintoma de que, en efecto, es cuestion de



tiempo que, en futuras versiones del DSM, se tengan en consideracion nuevos
neuromarcadores.

Todavia no podemos establecer una tabla que asocie de manera causal el
comportamiento de los distintos neuromarcadores hallados a partir del EEG, con
categorias diagnosticas concretas, aunque muchos pensamos que esto podria
producirse en un futuro mas o menos cercano. Mientras tanto, lo que si esta claro
es que individuos diagnosticados de diversos trastornos mentales presentan
valores en ciertos neuromarcadores, que son predecibles, al igual que sucede con
los individuos sanos. Ademas, estos neuromarcadores pueden modularse
mediante electroestimulacion y neurofeedback, y cuando logramos que se
acerquen a zonas de normalidad, el estado de salud de los pacientes mejora, y lo
hace en aspectos que son también predecibles, como el aumento de su atencion,

su sociabilidad o su mejoria en aspectos motrices o cognitivos.

Pero ¢qué es un neuromarcador?

Intuitivamente un biomarcador (o marcador biol6gico) es una caracteristica que
puede ser medida y evaluada objetivamente, y que sirve como indicador de
procesos bioldgicos normales, procesos patdgenos o respuestas farmacologicas a
una intervencion terapéutica. De acuerdo con el tipo de informacién que
proporcionan, los biomarcadores para trastornos del sistema nervioso central,
también llamados neuromarcadores, pueden ser clasificados como clinicos,
basados en neuroimagen, bioquimicos, genéticos o marcadores protedmicos. Las
expectativas para el desarrollo de nuevos neuromarcadores en cada una de estas
categorias, y, en particular, basados en la medicién del EEG, son altas, y se
espera que causen una mejora significativa en el diagnostico y la prevencion de
enfermedades neuroldgicas y psiquiatricas.

La definicion de neuromarcadores concretos para los distintos trastornos
mentales es una tarea importante y dificil, en la que se trabaja de forma activa
desde hace tiempo. Como ejemplo de los requisitos que se requieren para que

una cierta medida sea admitida como neuromarcador para alguna patologia,



mencionamos el caso especifico de los que se usan en el diagnostico del TDAH.
Ellos fueron delimitados en un informe de consenso, alcanzado en 2012, por la
Federacion Mundial del TDAH. Segutn dicho informe, un neuromarcador ideal
para el TDAH debe tener:

e una sensibilidad diagnoéstica superior al 80% para la deteccion de
TDAH,
e una especificidad diagndstica superior al 80% para distinguir el TDAH

de otros trastornos con sintomas similares.
Ademas,

e debe ser fiable, reproducible, barato de medir, no invasivo y facil de
calcular,

¢ debe ser confirmado por al menos dos estudios independientes, llevados
a cabo por investigadores cualificados, con los resultados publicados en

revistas de prestigio.

Los neuromarcadores se deben expresar numéricamente de forma
individualizada, para cada sujeto. Sabemos, ademas, que cualquier medicion se
realiza con un margen de error. Por tanto, una cuestion fundamental es averiguar
qué mecanismos podemos utilizar para estimar y/o reducir estos errores.

Fue el psicologo inglés C. E. Spearman quien, a principios del siglo XX, y
preocupado por la elaboracion de algin tipo de medida general para la
inteligencia, abordé por primera vez el estudio de esta cuestion concreta, que es
fundamental para la psicometria. Cre6 los fundamentos de la teoria clasica de los
tests. Dicha teoria asume que, fijado un test de medicion psicométrica, cada
persona tiene una puntuacion real (o verdadera) T asociada a dicho test, que se
obtiene si no hay errores en la medicion. La puntuacion verdadera de un sujeto
se obtiene numéricamente como la esperanza matematica de la variable aleatoria

que resulta de aplicar el test a dicha persona. Obviamente, este valor no se puede



conocer por la mera aplicacion del test un nimero determinado de veces. Por el
contrario, cada vez que aplicamos un test o prueba psicométrica (y esto incluye,
evidentemente, la grabacion del EEG y la toma posterior de medidas asociadas)
solo obtendremos una observacion, que es susceptible de ser medida, y que se
descompone como X=T+e, donde X es la variable observada, T el valor
verdadero del test, y e es el error cometido. Por definicion, T=E(X). El error e se
descompone como la suma e = E_+ E_de un error de naturaleza aleatoria, E , y
un error E_ llamado sistematico porque permanece dentro de un mismo umbral
cuando el experimento se repite (por ejemplo, una fecha tomada mal o una
direccion mal dada, o la inclusién de informacion irrelevante para nuestros
objetivos de medida, etc.). El error aleatorio se produce como efecto de la
variacion aleatoria del mismo sujeto a lo largo de los diferentes tests. Las fuentes
de este tipo de error son por ejemplo las variaciones del humor del sujeto
experimental, su fatiga, su estrés, el sesgo de la motivacion del sujeto, las
trampas, las variaciones del ruido del entorno, los cambios de temperatura, la
iluminacion, la comodidad de su posicion mientras realiza una prueba, como se
explican las instrucciones del test o como se administra, como se punttian los
aciertos y/o errores, etc. En el caso particular de que estemos evaluando la
actividad cerebral recogida por un EEG, el error aleatorio podria tener su origen
en variaciones de la actividad espontanea para un determinado estado cerebral,
como también en errores del instrumento de medida. Las variaciones
espontaneas del parametro pueden ser disminuidas por técnicas de promediado
—por eso se calculan los potenciales evocados—. De hecho, cuando
promediamos, la relacion sefial-ruido, SNR, que es el parametro utilizado por
defecto en este contexto para determinar la calidad de una medicion dada, y que
se define como el cociente de la energia de la sefial (sin errores) por la energia
del ruido recogido, se incrementa multiplicando por la raiz cuadrada del nimero
de estimulos promediados. Por supuesto, a mayor SNR, mayor calidad de los

datos. Finalmente, los errores del instrumento de medida vienen determinados



por los fabricantes y no pueden ser disminuidos.

Algunos conceptos importantes asociados a los tests diagnosticos, y que se
utilizan para establecer la calidad de los neuromarcadores, son la repetibilidad, la
reproducibilidad, la confianza y la validez. Resumimos muy brevemente lo que
significan estos conceptos: La repetibilidad de las mediciones se refiere a la
variacion en las mediciones repetidas realizadas sobre el mismo sujeto en
idénticas condiciones y durante un periodo corto de tiempo (varias horas o dias).
La variabilidad en las mediciones realizadas en estas condiciones se puede
atribuir solamente a los errores de medicion E . La reproducibilidad se refiere a
la variacion en las mediciones realizadas sobre un sujeto en condiciones
cambiantes. Las condiciones cambiantes pueden deberse a diferentes métodos o
instrumentos de medicion que se utilizan, a que las mediciones se realizan por
diferentes observadores, o también a que las mediciones se realizan espaciadas
por un largo periodo de tiempo (de varias semanas a varios meses). La validez se
refiere a la fiabilidad con la que una prueba mide lo que se supone que debe
medir. El error sistematico E, afecta a la validez, pero no a la repetibilidad o la
reproducibilidad del test. La confianza del test se calcula como el cociente de la
varianza del valor verdadero del mismo por la varianza del valor observado
(téngase en cuenta que un mismo sujeto puede cambiar con el tiempo, con

terapias, etc., por lo que el valor verdadero del test aplicado a dicho individuo es,

-

: 97
P = 2
también, una variable aleatoria): ¥, Como X=T+e y Te son
2 2 2
. . o =0 _+d ) .. )
independientes, ¥ ? ¢y, sustituyendo en la ecuacién anterior,
CI'E
Prr=1-—7%
. . " gy .
obtenemos la nueva formula para la confianza del test: £ A partir de

esta ecuacion se observa que la confianza de los resultados de las pruebas es
2

. . o .

siempre menor que 1, se hace mayor cuando la varianza del error ¢ disminuye

y, ademas, la heterogeneidad de los sujetos en la poblacion, medida por la



2
. . T . .
varianza de la variable observada ¥, afecta al valor de confianza en el sentido

de que cuanto mayor es la heterogeneidad, mas alta es la confianza. Se puede

demostrar, ademas, que la raiz cuadrada de la confianza, el llamado el indice de

confianza ©»t , es igual a la correlacion entre las puntuaciones observadas y las
puntuaciones verdaderas en la poblacion general. En la practica, la correlacion
entre las puntuaciones observadas X, medidas en dos momentos diferentes en
una poblacién seleccionada de sujetos, se utiliza para estimar la confianza del
valor X medido. Esta correlacion mide la confianza del test-retest. Otra medida
de la confianza que se puede introducir de forma adicional, para evaluar los
distintos neuromarcadores, se obtiene dividiendo al azar toda la muestra
poblacional en dos grupos iguales y calculando el coeficiente de correlacion de
Pearson entre ambos conjuntos.

Aunque es necesario disponer de una estimacion de la confianza para cada
neuromarcador, ya que una confianza elevada nos garantiza la medicion
apropiada del mismo, este valor por si solo no es suficiente garantia de su
bondad. Para que una medida sea fiable, también debe ser valida. Como se
menciond anteriormente, la validez es el grado en que una medida esta bien
fundada y se corresponde con precision con el mundo real. En el caso de los
neuromarcadores apoyados en la grabacion del EEG, los estudios sobre su
validez se apoyan en conocimientos de neurofisiologia, neuropsicologia, etc., asi

como en la repeticion de experimentos. Ademas, se sabe que son confiables

(tienen un indice de confianza Pur elevado), repetibles y reproducibles.
Introducimos ahora los conceptos de sensibilidad y especificidad, ya que estos
aparecen como parte fundamental en la definicién de neuromarcador ideal para
el diagnéstico del TDAH que expusimos anteriormente. Supongamos que
disponemos que un neuromarcador para detectar qué personas padecen una
determinada enfermedad. Cada persona a la que medimos el neuromarcador

puede tener o no tener la enfermedad. El resultado de la prueba, consistente en



medir el neuromarcador y comprobar si este supera (0 no) un cierto umbral u,
puede ser positivo (predice que la persona tiene la enfermedad) o negativo
(predice que la persona no tiene la enfermedad). Los resultados de la prueba para
cada sujeto pueden o no coincidir con la situacion real del sujeto. La sensibilidad
s(u) del neuromarcador, fijado un umbral u dado, se define, entonces, como la
probabilidad de que la prueba sea positiva dado que el sujeto esta enfermo. La
especificidad e(u) es la probabilidad de la prueba proporcione un resultado
negativo dado que el sujeto esta sano.
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Para cualquier prueba, existe un compromiso entre sensibilidad y

especificidad. Esta compensacion se puede representar graficamente a través de



la curva de rendimiento diagnoéstico (ROC), cuyo grafico resulta de dibujar, para

cada umbral de decision u, el par ordenado (s(u),1-e(u]) . Dada esta curva, su
punto mas cercano al punto (0,1), la esquina superior izquierda del cuadrado en
el que esta inscrita, determina el mejor umbral de decision posible asociado al
neuromarcador. Ademas, las curvas ROC se pueden utilizar para elegir entre dos
pruebas diagnosticas distintas (o también entre dos neuromarcadores). La
eleccion se realiza mediante la comparacion del area bajo la curva (AUC) de
ambas pruebas. Dicho area posee un valor comprendido entre 0,5 y 1, donde 1
representa un valor diagndstico perfecto y 0,5 es una prueba sin capacidad
discriminatoria diagnoéstica. Se considera que el neuromarcador es muy bueno si
el area bajo la curva de rendimiento diagnéstico asociada supera el valor 0,9, y
se considera simplemente bueno cuando este valor supera a 0,75.

La década de 1990 fue conocida como “década del cerebro”. Entonces se
formularon nuevos conceptos de funcionamiento del encéfalo, basados en los
datos acumulados gracias a la implantacion de técnicas de neuroimagen.
También se desarrollaron nuevos enfoques metodolégicos, tales como técnicas
de separacion ciega de fuentes para la deteccion de las fuentes locales de
actividad cerebral. Los primeros quince afios de este siglo podrian ser
categorizados como la “década de los descubrimientos”, pues en este periodo de
tiempo se han identificado numerosos circuitos neuronales de funcionamiento
normal y anormal del cerebro. Ahora es el momento en que los nuevos métodos
de tratamiento, no necesariamente farmacol6gicos, como la estimulaciéon
eléctrica transcraneal, la estimulacién magnética transcraneal y otras formas de
neuromodulacién, se han probado en la practica clinica. La década de los
descubrimientos va a ser seguida, con toda probabilidad, por la “década de la
translacion” que se centrara en la identificacion de neuromarcadores asociados a
cada uno de los principales trastornos mentales, para facilitar la deteccion
temprana y la prevencion, asi como la atencion personalizada para cada paciente.

Ademas, pensamos que la deteccion temprana de enfermedades mentales basada



en el uso de neuromarcadores facilitard el desarrollo de intervenciones

preventivas.



Bibliografia

Awmipror, I. (2013): Mastering the Discrete Fourier Transform in One, Two or Several Dimensions,
Computational and Imaging Vision, 43, Springer.

ARrtcHIGA, H. (2001): “El universo interior”, La ciencia para todos, 182, Fondo de Cultura Econémica.

BEeLL, A. J. y SeiNnowski, T. J. (1995): “An information maximization approach to blind separation and blind
deconvolution”, Neural. Comput., 7, pp. 1129-1159.

— (1999): “Independent component analysis using an extended infomax algorithm for mixed sub-
Gausssian and super-Gaussian sources”, Neural. Comput., 11, pp. 417-441.

Brazier, M. A. B. (1976): Actividad eléctrica del sistema nervioso, Ediciones Literarias y Cientificas.

BuzsAki, G. (2006): Rhythms of the Brain, Oxford University Press.

Buzsaxi, G. et al. (2012): “The origin of extracellular fields and currents —EEG, ECoG, LFP and spikes”,
Nature reviews. Neuroscience, 13(6), pp. 407-420.

CoHEN, M. X. (2016): Cycles in the mind. How brain rhythms control perception and action, Sinc(X) Press.

— (2014): Analyzing time series data. Theory and Practice, The MIT Press.

Demos, J. N. (2005): Getting started with Neurofeedback, Ed. Norton & Co.

Durry, F. H. (1986): Tophographic mapping of brain electrical activity, Londres, Butterworths.

Gorpon, E. (2007): “Integrating genomics and neuromarkers for the ear of brain-related personalized
medicine”, Personalized Medicine, 4 (2), pp. 201-217.

Gorbon, E. et al. (2005): “Integrative neuroscience: the role of a standardized database”, Clinical EEG and
Neuroscience, 36 (2), pp. 64-75.

Hauser, M. W.(1991): “Principles of oversampling A/D conversion”, J. Audio Eng. Soc., 39 (1-2), pp. 3-26.

Hopckin, A. L. y Huxtey, A. F. (1939): “Action potentials recorded from inside a nerve fibre”, Nature,
144, pp. 710-711.

— (1952): “A quantitative description of membrane current and its application to conduction and excitation
in nerve”, J. Physiology, 117 (4), pp. 500-544.

HyvARINEN, A. et al. (2001): Independent Component Analysis, John-Wiley & Sons, Inc.

Krorotov, Y. et al. (2011): “In Search of New Protocols of Neurofeedback: Independent Components of
Event-Related Potentials”, Journal of Neurotherapy, 15 (2), pp. 151-1509.

Loo, S. K. et al. (2016): “Research Review: Use of EEG biomarkers in child psychiatry research —current
state and future directions”, Journal of Child Psychology and Psychiatry, 57 (1), pp. 4-17.

Luck, S. J. y KarpeEnman, E. S. (2013): The Oxford Handbook of Event-Related Potential Components,
Oxford University Press.

Luke, H. D. (1999): “The origins of the sampling theory”, IEEE Comm Mag., 37 (4), pp. 106-108.

Luria, A. R. (1980): Higher cortical functions in man, Nueva York, Basic Books.



MAKEIG, S. et al. (1997): “Blind separation of event-related brain responses into independent components”,
Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of America, 94, pp. 10979-10984.
MonasTra, V. J. et al. (1999): “Assessing attention deficit hyperactivity disorder via quantitative

electroencephalography: an initial validation study”, Neuropsychology, 13, pp. 424-433.

NitscHg, M. A. et al. (2002): “Modulation kortikaler Erregbarkeit beim Menschen durch transkranielle
Gleichstromstimulation”, Der Nervenarzt, 73 (4), pp. 332-335.

— (2000): “Excitability changes induced in the human motor cortex by weak transcranial direct current
stimulation”, The Journal of Physiology, 527 (3), pp. 633-639.

Norman, D. A. y SHALLICE, T. (1986): “Attention to action: Willed and automatic control of behaviour”, en
R. J. Davidson, G. E. Schwartz y D. Shapiro (eds.), Consciousness and Self-Regulation: Advances in
Research and Theory, vol. 4, Plenum Press, pp. 1-18.

OnTON, J. y MAKEIG, S. (2006): “Information-based modeling of event-related brain dynamics”, Prog. Brain
Res., 159, pp. 99-120.

Oritz, A. et al. (2015): “Determinants of the electric field during transcranial direct current stimulation”,
Neuroimage, 109, pp. 140-150.

PerriN, F. et al. (1989): “Spherical splines for scalp potential and current density mapping”,
Electroencephalography and Clinical Neurophysiology, 72 (2), pp. 184-187.

SEUNG, S. (2012): Conectoma, Barcelona, RBA.

SHALLICE, T. (1988): From neuropsychology to mental structure, Cambridge, UK, Cambridge University
Press.

STONE, J. V. (2004): Independent Component Analysis. A tutorial introduction, The M.L.T. Press.

VanHaTaro, S. et al. (2005): “Full-band EEG (fbEEG): a new standard for clinical
electroencephalography”, Clinical EEG and Neuroscience, 36(4), pp. 311-317.

Voss, U. et al. (2014): “Induction of self awareness in dreams through frontal low current stimulation of
gamma activity”, Nature Neuroscience, 17 (6), pp. 810-812.



	Capítulo 1. Electroencefalograma y potenciales evocados: el lenguaje eléctrico del cerebro
	Capítulo 2. Todo son ondas: una breve incursión en el análisis de Fourier
	Capítulo 3. Separación de fuentes y eliminación de artefactos
	Capítulo 4. Neuromarcadores y neuromodulación
	Bibliografía



